Einige Ausfiihrungen zur Distributionentheorie

Erinnern wir uns an die Modellierung der eingespannten schwingenden Saite. Diese soll in Ruhe
sein. Nun schlagen wir diese einmal an. Dann stellt sich eine Bewegung ein.

Frage:  Durch welches mathematische Modell wird diese Bewegung beschrieben?
Randbedingung: u(0,t) = u(L,t) =0 fiir ¢t >0,

Anfangsbedingungen: u(x,0) = us(z,0) = 0,

partielle Differentialgleichung: uy — ugz, = f(z,1).

Die Quelle f soll das “Anschlagen” modellieren. Wie modelliert man aber eine Quelle, die zum
Zeitpunkt £ = 0 im Ortspunkt z = %, also in der Mitte der Saite, das Anschlagen beriicksichtigt,
die aber in jedem Punkt (z,0) mit @ € [0, L] \ {4} oder in (z,t) € [0, L] x {t > 0} gleich 0 ist?
Damit beschéftigen wir uns im néchsten Abschnitt.

1 Modellierung der Dichte einer Punktmasse der Masse 1

Wir gehen aus von einer hinreichend kleinen Kugel um den Ursprung im Anschauungsraum
R3 der Masse 1 und dem Radius €. Setzen wir eine homogene Massenverteilung voraus, dann
berechnet sich die Massendichte zu

fir |z| <e,
fir |z|>e.

3
pg(l’) = { 47663

3

o|<e Tned dx = 1. Konvergiert nun € — 0, dann

Als Masse m. erhalten wir me = [gs pe(x)dz = f‘
strebt m, — 1 und p, formal gegen

5(33):{ +oo fiir =0,

0 fiir x#0.

Es gilt aber [o; 6(x)dr = 0 als Integral im Lebesgueschen Sinne, im Widerspruch zu lirr(l) me = 1.
e—

Damit ist 0(z) auf obige Weise nicht verniinftig modelliert.

Ein sinnvoller Zugang besteht darin, daff man p. und § als Verteilungen (Distributionen) inter-
pretiert und deren Wirkungen auf eine Klasse von sogenannten Testfunktionen erklért.

Definition 1.1. Es sei G ein Gebiet im R™, d.h. G ist eine offene und zusammenhdngende
Menge. Mit C§°(G) bezeichnen wir die Menge aller Funktionen ¢ = ¢(x) mit folgenden Eigen-
schaften:

e jede Funktion ¢ ist in dem Gebiet G definiert;
e jede Funktion ¢ ist in dem Gebiet G beliebig oft differenzierbar, d.h. jede Ableitung existiert,

o zu jeder Funktion ¢ existiert eine kompakte Menge, d.h. eine abgeschlossene und beschrankte
Menge, K in G so, daf ¢ in G \ K wverschwindet, also ¢ = 0 in G\ K. Dabei hingt die
kompakte Menge von ¢ ab.

Man nennt jede solche Funktion Testfunktion. Als Triger der Testfunktion ¢ definieren wir

supp ¢ ={z € G : ¢(z) # 0}.




Beispiele. 1. Vorgelegt sei die Funktion

1
Flayy) =4 € "0 fir a4yt <
’ 0 fir 1<a?+4y?<2.

Dann gehért f zum Raum C§°(G) mit G = {(x,y) : 2 + y* < 2}.

2. Vorgelegt sei die Funktion f(z,y) = 6_1*<x%+y2> fiir £2 4+ y? < 1. Dann gehort f zum Raum
C*(@), aber nicht zum Raum C§°(G) mit G = {(x,y) : 2% + y? < 1}.
Wir erkliren nun die Wirkung der “Distribution” p. auf alle Testfunktionen ¢ € C§°(R?). In
diesem Fall ist G = R3. Die Wirkung sei wie folgt definiert:

w = fRs pe(w)p(w)dz.

Wirkung von pg
auf Testtunktion ¢

Nach Definition ist p-(z) # 0 fiir |z| < e, d.h.

pe(9) == /| 5 ().

IE|S€ 47753

Es gilt nun

=| [ s 0 —00)az

< max [6(x) — 6(0)| S e = max|o(z) — 6(0)].

o zl<e |z|<e 4med |z|<e

Da ¢ = ¢(x) als Testfunktion unendlich oft differenzierbar ist, ist ¢ natiirlich stetig in = 0.

Damit gilt hr—?o |m|ax |p(x) — ¢(0)] = 0. Zusammenfassend haben wir gezeigt
£— x|<e

lim p-(6) = 6(0)

fiir jede Testfunktion ¢ € C5°(R3).
Man bezeichnet als Diracsche §g — Distribution die Distribution, die jeder Testfunktion ¢ €
C5°(R™) ihren Wert ¢(0) im Nullpunkt zuordnet, d.h.

do : ¢ € Cg°(R™) — do(¢) = ¢(0).
: "
Wirkung von dp auf Testfunktion
Mit 6, bezeichnen wir die Diracsche d,, — Distribution mit der Wirkung

6900 1P € Cgo(Rn) - 5w0(¢) = ¢($0)

Frage:  Wie modellieren wir nun das Anschlagen der Saite zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Ortspunkt
_ Lo

Antwort:  Die Quelle f wird beschrieben durch f = 5( v=L 1=0)" Thre Wirkung wird beschrieben
2 b
durch

00 L
‘5(36:%7#0) rp ey (RQ) - 5(12%,1‘:0)(@ = (15(570)



2 Definition einer Distribution und Beispiele

Gegeben sei ein Gebiet G C R™. Wir wihlen dazu die Menge aller Testfunktionen ¢ € C§°(G).
Zur Definition des Begriffes der Distribution bendtigen wir die Topologie des Raumes der Test-
funktionen C§°(G). Erinnern wir uns zuerst an die Topologie des Raumes C*°(G).

Frage:  Was zeichnet Funktionen aus dem C*°(G) aus?

Antwort:  Es existieren alle partiellen Ableitungen in G. Zuerst fixieren wir eine regulére kom-
pakte Menge K aus G, d.h. die Menge K ist der Abschlufs ihres Inneren. Dann existiert nach
dem Satz von Weierstraf fiir jede Testfunktion ¢ der Ausdruck px a(¢) = max|q 1 [|Dg ¢l c(x)-
Damit kommen wir zu folgender Definition:

Definition 2.1. Es sei {K,}, eine Folge requlirer kompakter Mengen, die ein gegebenes Gebiet
G monoton ausschopft, d.h. G = J,, Kn und K,, C K, firn < m. Dann versteht man unter dem
Raum der glatten Funktionen C*°(G) die Menge aller Funktionen ¢ = ¢(x) mit px,, m(¢) < 0o
fir alle M € N. Eine Folge {¢m }m von Funktionen aus C°°(G) konvergiert gegen ¢ aus C*°(Q)
genau dann, wenn limy, .o pr, m(P¢ — ¢m) = 0 fiir alle M € N gilt.

Der Raum C*°(G) ist ein spezieller lokalkonvexer Raum, er ist ein Frechet-Raum. Die Definition
ist von der gewihlten Folge { K}, },, unabhingig.

Aufgabe 1 Zeigen Sie, daf dieser Raum vollsténdig ist. Geben Sie eine Metrik in diesem Raum
an.

Wir geben uns jetzt eine Folge {¢,}n von Funktionen aus C§°(G) vor. Dann kénnen wir zur
Konvergenzuntersuchung formal Definition 2.1 anwenden. Als Grenzfunktion erhalten wir eine
Funktion ¢ € C*°(G). Wir konnen aber nicht erwarten, daf diese Funktion sogar im Raum
C§(G) liegt.

Aufgabe 2 Machen Sie sich an einem Beispiel klar, daf zur Erklarung der Konvergenz in C5°(G)
die Definition 2.1 nicht ausreichend ist.

Definition 2.2. Vorgelegt sei eine Folge {¢m }m von Funktionen aus C3°(G), die der Tragerbe-
dingung gendigt, d.h. es existiert eine kompakte Menge K C G, in der alle Triger von ¢p, m € N
liegen.

Dann konvergiert die Folge {¢m}m gegen ¢ aus Cg°(G) genau dann, wenn limy,, oo px,, v (¢ —
¢m) = 0 fiir alle M € N gilt. Dabei bezeichnet {K, }, eine Folge regulirer kompakter Mengen,
die das gegebene Gebiet G monoton ausschipft.

Damit kénnen wir den Begriff der Distribution einfiihren.

Definition 2.3. Jede Abbildung u : ¢ € C°(G) — u(¢) nennt man Distribution (oder auch
verallgemeinerte Funktion) wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

o jeder Testfunktion ¢ € C§°(G) wird eine komplexe Zahl u(¢), die Wirkung von u auf ¢
zugeordnet;

o die Abbildung u ist linear auf C3°(G), d.h.

w(A1d1 + A2g2) = Ay u(d1) + Ao u(p2)

fir beliebige Testfunktionen ¢1,p2 € C§°(G) und beliebige komplexe Zahlen A1, A2,
i Worten: die Wirkung einer Distribution auf eine Linearkombination von Testfunktionen
ist gleich der Linearkombination der Wirkungen auf die Testfunktionen;



o die Abbildung u ist stetig auf dem Raum der Testfunktionen C3°(G), d.h. falls eine Folge
{¢r}r>1 im Sinne von Definition 2.2 gegen eine Testfunktion ¢ strebt, dann strebt die Folge
der Wirkungen {u(¢)}r>1 (das ist eine Folge von komplezen Zahlen) gegen die Wirkung

u(9).
Wir bezeichnen die Menge der Distributionen mit D'(G).

Die geforderten Eigenschaften von Distributionen rechtfertigen, diese als lineare stetige Funktio-
nale auf dem C§°(G) zu bezeichnen.

Beispiele. 1. Wir definieren die Nulldistribution u : ¢ € C§°(G) — u(¢) = 0.

2. Wir definieren die Diracsche d5,-Distribution durch dz,(¢) = ¢(zo), wobei natiirlich der
Punkt zg zum Gebiet G gehoren muk.

3. Vorgelegt sei eine Funktion v = u(z) aus dem Raum L (G), d.h. fiir jede Testfunktion

¢ € C°(G) gehort das Produkt u¢ zum Funktionenraum L!(G). Dann wird diese Funktion
mittels der Vorschrift u(¢) = [, u(z)¢(x)dx mit einer Distribution u € D'(G) identifiziert.

Uberpriifen wir die Eigenschaften einer Distribution. Das Integral u(¢) existiert natiirlich
fiir jede Testfunktion und stellt damit eine komplexe Zahl dar.

Nutzen wir die Linearitit des Integrals, dann erhalten wir sofort die zweite Eigenschaft aus
Definition 2.3.

Es sei jetzt {¢m}m eine Folge aus C§°(G), die im Sinne von Definition 2.2 gegen eine
Testfunktion ¢ € C§°(G) konvergiert. Dann existiert kekanntlich eine kompakte Menge K,
in welcher sdmtliche Triger von ¢,, und ¢ enthalten sind. Somit gilt

) = @) = | [ (0ul@) = o)uta)da] = | [ (@) = d(o)uie)ds
< pr,o(Pm — @) /K |u(z)|dr < Cxpr,o(dm — ¢) — 0 for m — oo.

Damit strebt auch die Folge der Wirkungen {u(¢m)}m gegen u(g).

Definition 2.4. Es sei u € D'(G). Wird u durch eine lokal integrierbare Funktion f = f(x)
erzeugt, d.h. u(¢) = [ f(x)p(x)dx fir alle € CG°(G) (siehe Beispiel 3), dann heifft u regulire
Distribution. Andernfalls heifst u singuldre Distribution.

Merke. Die Diracsche Distribution d4, ist eine singuldre Distribution.

Wir haben einige Beispiele von Distributionen kennengelernt. Wir wollen noch weitere Beispiele
von Distributionen kennenlernen, die bei der Modellierung technischer Sachverhalte auftreten.

Beispiele. 1. Wenden wir uns der Modellierung der Massendichte eines endlichen Systems
von Punktmassen mi,mo, -+ ,my_1,my in den Punkten xy,x9, -+ ,zn_1,Zx5 im An-

schauungsraum R® zu. Als Verallgemeinerung der Modellierung aus Abschnitt 1 erhalten
N
wir p = > myd,. Die Definition der Wirkung auf Testfunktionen ¢ € C§°(R3) erfolgt

k=1
durch

N N
p(®) = my b () = > my p(p).
k=1 k=1



2. Wir wenden uns der Modellierung einer einfachen Schicht auf einer beschrinkten glatten
Fliche S mit der Massebelegung pu = p(z,y, z), die stetig auf S verteilt ist, zu. Wir be-
schreiben die Massendichte durch heuristisches Vorgehen. Im Punkt (xq,yo,20) € S liege
die Punktmasse p(zg,yo, z0) vor. Wir erhalten als formale Verallgemeinerung der obigen
Modellierung

p= Z /.L(l', Y, Z)é(x,y,z)

(z,y,2)€S

mit der Wirkung
p(@) = >,y 2)d(x,y,2)

(x7y,Z)€S

fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(R3). Die Summation erfolgt iiber eine {iberabzihlbare
Menge und kann damit mathematisch korrekt nur als Integration gedeutet werden. Somit
erhalten wir fiir die gesuchte Wirkung

p(¢) = /S w(x,y, 2)p(x,y, 2)do.

Distributionentheoretisch 148t sich [ u(z,y, 2)¢(x, y, z)do durch udg ausdriicken. Die Dis-
tribution pds heifit einfache Schicht auf S mit der stetigen Belequng p = p(x,y,z). Im
Symbol schreiben wir p = pdgs.

Da S als glatt und p als stetig auf S vorausgesetzt sind, existiert fiir jedes ¢ € C5°(R?)
das obige Integral. Der Integralwert ist gerade die Wirkung von p dg auf ¢.

3. Wenden wir uns der Modellierung eines elektrischen Dipols zu. Wir betrachten im R! zwei
entgegengesetzte gleich groke Ladungen —Q, +@ in den Punkten —e, +¢. Mit einem fiir
¢ — 0 endlichem Dipolmoment p erhilt man Q = 2% Die Ladungsdichte dieser beiden
Punktladungen lafit sich in der Form p. = 4= (6. — 0_.) darstellen. Die Wirkung auf eine
beliebige Testfunktion ¢ € C§°(R!) wird erklért durch

_ P _ _ " b=
po(9) = 2 (6.(6) = 5-2(6)) = 2 (6() — 9(~2))
Fiir die Ladungsdichte des Dipols (¢ — 0) ergibt sich daraus

. . P(e) — d(—¢

p(¢) = lim p-(¢) = lim p <()() = u(¢'(0)).
e—0 e—0 2e

Man zeigt mit den Regeln des néchsten Abschnittes, da® p(¢/(0)) = —p §((¢) gilt. Damit

wird der Dipol in x = 0 mit endlichem Dipolmoment p in der Form —ud|, modelliert.

4. Wenden wir uns schliefslich der Modellierung einer doppelten Schicht auf einer beschrinkten
glatten Fliche S mit gegebenem stetigen Dipolmoment pu = p(z,y, 2), (z,y,2) € S zu.

Oberhalb der Fliache kleben positive Ladungen, unterhalb der Fliche kleben die dazu entge-
gengesetzt geladenen Ladungen. Wir betrachten wieder zuerst einen Punkt (xg, yo, 20) € S.
Anstelle der Geraden aus dem vorigen Beispiel tritt jetzt die Gerade, deren Richtungsvektor
gerade dem Normalenvektor an S im Punkt (zg, yo, 20) € S entspricht. Durch gleiches Vor-
gehen wie im letzten Beispiel ergibt sich fiir den einzelnen Dipol in (20, o, 20) die Wirkung
auf Testfunktionen in der Form

1£(z0, Yo, 20) (On B(z0, Y0, 20)) fiir ¢ € CG°(R?).



Dabei bezeichnet 0,,¢ die Normalenableitung von ¢. Durch gleiches heuristisches Vorgehen
wie im Beispiel 2 erhalten wir als Wirkungen der gesuchten doppelten Schicht

p(6) = /S (2, y, 2)0n Bz, 3, 2)dor

Distributionentheoretisch 14t sich das in der Form p = —0,, (1 dg) ausdriicken. Man nennt
—0On (1 ds) doppelte Schicht auf S mit gegebenem stetigen Dipolmoment p = pu(z,y, 2).

3 Ausbau der Menge der Distributionen zu einer handhabbaren
Struktur

3.1 Gleichheit von Distributionen

Zwei beliebige Distributionen u,v € D'(G) sind gleich, im Symbol u = v, wenn fiir alle Testfunk-
tionen ¢ € C§°(G) die Wirkungen u(¢) = v(¢) iibereinstimmen.

3.2 Einschrinkung einer Distribution

Gegeben sei eine Distribution u € D’(G). Weiterhin sei G1 C G ein beliebiges Teilgebiet von G.
Dann bezeichnen wir die Abbildung ¢ € C5°(G1) — u(¢) als Einschrinkung der Distribution
u € D'(G) auf das Teilgebiet G (es werden nur die Wirkungen von v fiir alle ¢ € C{°(G)
beriicksichtigt).

3.3 Addition zweier Distributionen

Gegeben seien zwel Distributionen u,v € D'(G). Dann versteht man unter der Summe u + v die
Distribution mit u + v : ¢ € C§°(G) — (u+v)(¢) = u(¢) + v(o).

3.4 Multiplikation mit einer komplexen Zahl

Gegeben seien eine Distribution u € D’(G) und eine komplexe Zahl A. Dann versteht man unter
dem Produkt Au gerade die Distribution Au : ¢ € C3°(G) — (A u)(¢) := Au(g).

3.5 Multiplikation mit einer Funktion a = a(z) € C>(G)

Das Produkt einer Distribution v € D’(G) mit einer C*°(G)-Funktion a = a(z) ist gerade die
Distribution a(z)u, die durch die Vorschrift a(z)u : ¢ € C§°(G) — (a(z)u)(¢) := u(a ¢) erklért
wird. Man beachte dabei, daf mit ¢ € C§°(G) und a € C®(G) auch das Produkt a¢ eine
Testfunktion, also ein Element aus C3°(G) darstellt. Damit ist tatsachlich die Wirkung von u
auf a ¢ definiert.

Aufgabe 3 Machen Sie sich deutlich warum man i.allg. Distributionen nicht mit stetigen Funk-
tionen multiplizieren kann. Es gibt aber Distributionen, die mit stetigen Funktionen multipliziert
werden koénnen. Zeigen Sie, dafs die Diracsche Distribution d;, und die einfache Schicht solche
Distributionen sind. Mit welchen Funktionen darf man den Dipol oder die doppelte Schicht mul-
tiplizieren?



3.6 Ableitung einer Distribution

Die Ableitung einer Distribution v € D’(G), man spricht auch von Distributionenableitung oder
von verallgemeinerter Ableitung, Ogu = 95! - - - Og"u ist gerade diejenige Distribution, die durch
die Vorschrift

Ogu: ¢ — (97u)() = (—1)*lu(359)

erklart wird. Mit ¢ € C§°(G) ist auch 0%¢ € C§°(G) eine Testfunktion. Damit ist die Wirkung
von u auf 03¢ definiert.

0 =<0,

z x>0.
Raum L (R), sie ist sogar stetig, aber nicht differenzierbar in = 0. Nach Definition 2.4

konnen wir diese Funktion als Distribution deuten mittels der Wirkungen

Beispiele. 1. Vorgelegt sei die Funktion u = u(x) = { Diese Funktion gehort zum

wo) = [ utwoterir = [ o otwna

—0o0
fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(R'). Die erste Ableitung ist definiert durch

+oo

W) == [T d@de = a0+ [ 1 o@ir = [ B

0 —00

0 =<0,

wobei H = H(x) die Heaviside-Funktion H(z) = { 1 250 ist. Nach der Gleichheit

von Distributionen gilt « = H.

2. Berechnen wir nun u”. Es gilt nach Definition

W6 = 1) =~ [ 1 ¢ @in = o] = 6(0)

0 0

Nach der Gleichheit von Distributionen gilt u”(¢) = ¢(0) = do(¢), also v” = H' = §y. Fiir
héhere Ableitungen erhalten wir

u® () = 557D () = (—1)F255(0* ) = (—1)F26* 2 (0).

3. Wenden wir uns folgendem Beispiel zu. Es sei u = u(z) eine stiickweise stetig differenzier-

bare Funktion auf dem Intervall (a,b), d.h. es existieren Stellen zj,x9, -,z aus (a,b)
so, dak u auf jedem Intervall (a,z1], [x1, 2], - , [Tk, b) stetig differenzierbar ist, aber an
den Stellen 1, x9, - - -,z Sprungstellen der Hohe s; = u(x; +0) —u(z; —0), j=1,--- ,k
besitzt.

Frage:  Was ergibt sich als Distributionenableitung d,u von u?

Antwort:  Die Wirkungen der gesuchten Distribution «’ auf Testfunktionen ¢ € C§°(a,b)
ergeben sich durch

b k b k
W (¢) = / (@)} o(@)dn+ 3 5500, () = / (W (@)} o@)dz+ Y 536(z5).
a j=1 a j=1

Dabei bezeichnet {v/(x)} die Funktion, die entsteht, wenn wir die Ableitungen auf den
Intervallen (a,x1), (1, x2),- -, (z,b) bilden und dann “zusammensetzen”.



Bemerkungen. 1. Jede Distribution ist unendlich oft differenzierbar, d.h. jede Distributionen-
ableitung 0%u existiert.

2. Es gibt Funktionen (siehe Beispiele), die im Distributionensinne differenzierbar sind, aber
nicht im klassischen Sinne.
Nun haben wir die Distributionenableitung kennengelernt. Gegeben sei eine auf einem Intervall
(a, b) stetig differenzierbare Funktion v = u(x). Dann existiert die klassische Ableitung v’ = /()
als stetige Funktion auf (a,b). Nun erzeugen v und v’ Distributionen. Der folgende Satz gibt eine
Antwort darauf, dafs man klassische Ableitung und Distributionenableitung in einem gewissen
Sinne identifizieren kann.

Theorem 3.1. Gegeben sei eine Distribution u € D'(G) mit der zusdtzlichen Eigenschaft, dafs
die partielle Ableitung 0Su = go im klassischen Sinne existiert und stetig in G ist. Dann gilt
o%u(9) = [ 9a(x)@(x)dx fir alle Testfunktionen ¢ € C3°(G). Damit ergibt sich die Distributio-
nenableitung 0Su gerade als die von der klassischen Ableitung go = 0Su erzeugte Distribution.
Im Sinne dieser Identifikation

“OSu(@) wird durch go = 0Su erzeugt”
stimmen beide Ableitungen tberein.

Aufgabe 4 Man bestimme die Menge aller Losungen von zPu = 0, p € N, in der Menge D'(R).

3.7 Unbestimmtes Integral einer Distribution

Eine Distribution f € D’(G) heifit eine Stammfunktion zu einer vorgelegten Distribution u €
D'(G) beziiglich der Variablen z; falls im Distributionensinne gilt 9, f = u, d.h. 9, f(¢) = u(®)
fiir alle Testfunktionen ¢ € C5°(G).

3.8 Weitere Beispiele

3.8.1 Radon-Mafie

Ein komplexwertiges Maf p auf der Borel-Algebra tiber G heifit Radon-Mafs, falls fiir jedes Kom-
paktum K C G das Mak |u|(K) < oo erfiillt. Dabei bezeichnet |u] = /|Ru|? + |Sp|?. Die Menge
der komplexwertigen Radon-Mafke M (G) wird mit der Familie von Seminormen |u|(K) topolo-
gisiert. Entsprechend dem Vorgehen bei lokal integrierbaren Funktionen (vgl. mit Definition 2.4)
kann man jedem Maf p mittels

i € CF(G) = o) = [ ola)duta)
eine Distribution zuordnen. Hierbei nutzt man die Abschétzung
@) < [ dpla)sup o)
supp ¢ G
Merke. Nutzen wir den Fakt, daf fiir ein vorgelegtes u € M(G) gilt:
/ ¢(z)dp(z) = 0 fir alle ¢ € C5°(G) genau dann, wenn p = 0,
G

dann erhalten wir die stetige Einbettung von M (G) in D'(G).

Beispiel. Wir betrachten das Diracsche Punktmaf 6, fiir ein festes x € G. Dann gilt §,(K) =1
fiir x € K, andernfalls ergibt sich 6,(K) = 0. Somit erhalten wir d;(¢) = ¢(z).



3.8.2 Hadamardscher Hauptwert

Die Funktion f : x € R\ {0} — 1/x ist natiirlich nicht lokal integrierbar. Trotzdem kann
man durch diese Funktion eine Distribution v € D'(R) erzeugen. Das geschieht mit Hilfe des
Hadamardschen Hauptwertes und funktioniert wie folgt:

p.v.l(qﬁ) = lim de.
X e—0 R\[—¢,¢] X

Nutzen wir ¢(x) = ¢(0) +¢(x)x und ¢ = 0 auberhalb eines Intervalls [—R(¢), R(¢)], dann ergibt
sich sofort

1 R(¢) 1
p.v.—(¢) :/ Y (x)dz, und daraus ‘p.v.—(gﬁ)‘ < meas(supp¢) sup |¢' ()|
x —R(¢) &z R

Man erkennt unschwer, dafs in diesem Fall der Hadamardsche Hauptwert mit dem Cauchyschen
Hauptwert iibereinstimmt.

Aufgabe 5 Zeigen Sie im distributionellen Sinne p.v.2 = d, In |z|.

Der Hadamardsche Hauptwert kommt bei Polen héherer Ordnung zur Geltung. Wenden wir uns
der Definition

e—0 T

1 . ¢(2)
pv.—(¢) = hm/ —~dx
IQ( ) R\[—¢,e] 2
zu. Nach Anwendung der Taylorschen Formel erhalten wir ¢(z) = ¢(0) + ¢/(0)z + (z)2?, also
()

/ R($)
lim —5~dr = lim (@ + ¢ (0))6137 + / Y(z)dx.
=0 J[-R(¢),R(¢)\[~e.c] T =0 J[-R(¢),R(¢)\[-ee] * T T ~R(¢)

Der Grenzwert mit ¢'(0) verschwindet wie oben. Der Term mit ¢(0) verschwindet nicht. Damit
muf dieser singuldre Anteil noch subtrahiert werden, um ein Verschwinden zu garantieren. Damit
stimmt die obige Definition nicht und wir schluftfolgern die richtige Definition

1 , 2¢(0
p.v.—5(¢) = lim (/ ¢(§)daj _ 20 )> = / Y(x)de.
x =0 NSI-R(9),R(@)\[-e.c] T € [~ R(¢),R(¢)]

Entsprechend erhalten wir die Abschitzung

. 23(6)] < meas(supps) sup |6 (2)]

Aufgabe 6  Wie wiirden Sie p.v.xik7 k > 3,k € N definieren?

Wir schliefen diesen Abschnitt mit der Bemerkung ab, daf man Distributionen i.allg. nicht
miteinander multiplizieren kann. Legen wir die {iblichen Rechenregeln zugrunde, d.h. die Multi-
plikation solle kommutativ und assoziativ sein, dann kann eine solche zwischen Distributionen
nicht existieren. Dazu schluffolgern wir wie folgt:

0= Op.v.1 = (31:50)]).?).1 = (6031:)1).1).1 =0 (a:p.v.l) =dg -1 =4,
T T T x

womit ein Widerspruch hergestellt ist.



3.9 Trager einer Distribution

Analog Definition 1.1 definieren wir den Tréger einer vorgelegten Distribution v € D'(G):

supp u = {x € G : u # 0 in einer Umgebung von x}.
Damit kénnen wir Distributionen mit kompaktem Triger definieren.

Definition 3.1. Es sei u € D'(G). Dann besitzt u einen kompakten Triger in G, falls eine
kompakte, von u abhdngige, Menge K so existiert, daff in G \ K die Einschrinkung von u mit
der Nulldistribution tbereinstimmit. Mit E'(G) bezeichnen wir den Teilraum von D'(G) aller Dis-
tributionen mit kompakten Triger in G.

3.10 Topologie in D'(G)
3.10.1 Schwache Konvergenz in D’'(G)

Definition 3.2. Es sei {u,}, eine Folge aus D'(G). Dann strebt die Folge schwach gegen die
Distribution v € D'(G), falls fir jede Testfunktion ¢ € C§°(G) die Folge {un(¢)}rn der Wirkungen
von uy, auf ¢ in C gegen u(@) strebt.

Merke. Die Definition 3.2 ist eine verniinftige Verallgemeinerung der schwachen Konvergenz, die
Sie aus dem Kurs Funktionalanalysis kennen. Danach konvergiert eine Folge {uy,}, in L*(G)
schwach gegen u € L%(G) falls limy,— oo (un, ) = (u, ¢) fiir alle “Testfunktionen” ¢ € L?(G) gilt.
Da der Funktionenraum C§°(G) dicht in L?(G), reicht es auch, die Wirkungen auf dem Raum
C§°(G) zu studieren.

Aus Definition 3.2 entsteht zwanglaufig folgende Frage:

“Angenommen eine Folge {uy}reny aus D'(G) hat die Eigenschaft, daR fiir jedes ¢ € C§°(G) die
Zahlenfolge {ur(¢)}ken in C konvergiert. Stellt dann die Abbildung

u: ¢ — u(g) = kh_}rrolo uk(¢)  eine Distribution v € D'(G) dar?”

Theorem 3.2. Unter den Voraussetzungen obiger Fragestellung stellt u : ¢ € C§°(G) — u(¢) =
klim ug(9p) ein Element aus D'(G) dar. Damit ist der Raum D'(G) vollstindig mit dem Konwver-

oo
genzbegriff aus Definition 3.2 ausgestattet.
Beispiel. Es sei {ej}ren eine Nullfolge positiver Zahlen. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus
Abschnitt 1.1 das Konvergenzverhalten p., — o, d.h. klirn pe,. (¢) = ¢(0) fiir alle Testfunktio-
—0Q
nen ¢ € C3°(G).
Aufgabe 7 Zeigen Sie: Falls {ur}reny — wu im Sinne von Definition 3.2, dann strebt auch

{0%ur} — 0%u, und {a ug}reny — @ w im Sinne von Definition 3.2 fiir jede C'°°(G)-Funktion
a = a(r).

3.10.2 Starke Konvergenz in D'(G)

Wir interpretieren die Glieder einer vorgelegten Folge {uy, }, aus D'(G) als Folge linearer Funk-
tionale iiber der Raum C§°(G). Erinnern wir uns an die starke Konvergenz einer Folge {up}n
linearer Operatoten L(B; — Bs) eines Banachraums Bj in einen Banachraum Bs. Es gilt be-
kanntlich

lunllBi—By) = sup  [lun(z)]|B,,
el <1.we By

10



und die starke Konvergenz wird mit Hilfe der Ausdriicke

lun — umllLB,~By) =  sup  |lun(x) — um(z)| B,
|z||<1,2€B1

definiert. Fiir die starke Konvergenz reicht also das Studium der Wirkungen von u,, und u,, auf
der Einheitskugel des Banachraums Bj. Dabei nutzt man die Homogenititseigenschaft, um die
Wirkungen auf ganz Bp zu verstehen.

Diese Idee greifen wir auf, um die starke Konvergenz in D'(R) erkliren zu konnen. Dazu miis-
sen wir zuerst die Beschrénktheit von Mengen im Raum der Testfunktionen C5°(G) definieren.
Wenden wir uns zuerst dem Raum C*°(G) zu.

Definition 3.3. Eine Menge A C C*°(G) heiffit beschrinkt, falls fir jedes K, und M aus Defi-
nition 2.1 und fir jede Seminorm pr, nm der Ausdruck

sup px, m(¢) < C(K,, M) < oo
ey

ausfdllt.
Damit gelingt es uns, beschréankte Mengen in C§°(G) zu charakterisieren.

Definition 3.4. Eine Menge A C C5°(G) heifst beschrinkt, falls die Menge der Trigerbedingung
aus Definition 2.2 gendigt und falls eine kompakte Menge K so exisitert, dafi die Ausdriicke

sup pr.m(¢) < C(K, M) < oo
beA

ausfallen fir alle M € N.
Schlieklich fiihren wir die starke Konvergenz in D'(G) ein.

Definition 3.5. Vorgelegt sei eine Folge u, € D'(G). Dann konvergiert diese stark gegen eine
Distribution u € D'(Q), falls die Folge auf allen beschrinkten Teilmengen von C§°(G) gleichmd-
Big gegen u konvergiert, d.h. zu vorgelegtem € und vorgelegter beschrinkter Menge A C C3°(G)
existiert ein no(A,e) so, dafs

sup |un (@) — u(@)| < e fiir alle n > ny.
PcA

Frage:  Welche Beziehung gibt es zwischen schwacher und starker Konvergenz?

Antwort: Im Moment geben wir uns mit folgendem Resultat zufrieden:
Theorem 3.3. Im Raum D'(G) stimmen schwache und starke Konvergenz iiberein.

Wir werden in einem spiteren Abschnitt funktionalanalytische Eigenschaften des Raumes D'(QG)
untersuchen. Im Moment sind wir froh dariiber, dafs Konvergenzuntersuchungen immer auf die
leicht verstandliche schwache Konvergenz aus Definition 3.2 reduziert werden kénnen.

11



4 Reihen von Distributionen

4.1 Das Lokalisationsprinzip

Wir wiederholen den Begriff der Einschrinkung einer Distribution. Im R! sei die Distribution
u(p) = i\f: di(p) = JZV: ¢(i) gegeben. Die Einschrinkung von u auf (—oc,0) ist die Nulldistribu-
tion, dieZ:ISinschrénll;%g von u auf (—1,1) ist dp. Warum?

Theorem 4.1. (Lokalisationsprinzip)

Gegeben sei ein Gebiet G und eine Uberdeckung von G mit Hilfe offener Mengen Gj, d.h. jeder
Punkt von G st in mindestens einem Gebiet G; enthalten und die Vereinigungsmenge Ujen G
ergibt gerade das Gebiet G. In jedem Gebiet G sei eine Distribution

uj = ¢ € Cg°(Gy) — uj(9)

gegeben. Diese Distributionen sollen noch folgender Vertrdglichkeitsbedingung geniigen.

“Falls Gj, NG}, # 0, dann stimmen die Einschrinkungen von uj, und u;, auf Gj, NG, iberein.”

Unter diesen Voraussetzungen gibt es genau ein u € D'(G), dessen Einschrinkung auf jeder
offenen Menge Gj mit der gegebenen Distribution u; tibereinstimmt.

Erlduterung zum Lokalisierungsprinzip

Das Lokalisationsprinzip beinhaltet die Tatsache, daf eine Distribution u € D’(G) durch Be-
schreibung ihrer lokalen Wirkung auf jeder offenen Menge G; einer Uberdeckung Ujen G; von
G eindeutig bestimmt ist. Damit bestimmt das lokale Verhalten das globale und umgekehrt. Wir
konnen also die Distributionen u; zusammenkleben und erhalten u.

4.2 Reihen von Distributionen

Mit Hilfe von Definition 3.2 kann man die Konvergenz von Reihen in D'(G) definieren.

Definition 4.1. Eine Reihe > .2, uj von Distributionen uj € D'(G) heift in D'(G) konvergent,

falls die Folge {Si}r>1 der Partialsummen im Sinne von Definition 3.2 in D'(G) konvergiert.
Gilt also limy_,oo S = u, d.h. limg_ Sk(¢) = u(¢) fir alle ¢ € C§(G), so schreiben wir wie
gewohnt u =372 uj.

Theorem 4.2. Aus u =732, u;j in D'(G) ergibt sich sofort Ogu = > 22, Ogu;. Damit besitzen
tm Unterschied zu Reihen in der klassischen Analysis Reihen von Distributionen die bemer-
kenswerte Eigenschaft, daff die Operationen unendliche Summation und Differentiation beliebig
vertauscht werden kénnen. Es ist uns also stets gestattet, die Ableitung einer konvergenten Reihe
von Distributionen durch gliedweise Differentiation zu berechnen.

Aufgabe 8 Uberlegen Sie welche der beiden folgenden Reihen konvergiert?

o0

> 6, f: 51
j=1 =1

Beispiele. 1. Die Dichtefunktion der Poisson- Verteilung als distributionen-theoretische Ableitung
threr Verteilungsfunktion.
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Gegeben sei die Poisson-Verteilung mit der Dichtefunktion

_ . p(k) = 4 exp(—a) fir k€ Ny, a >0,
= t k!
p=pz) mi { p(z) =0 fir x ¢ No.

o0

Es gilt natiirlich > p(k) = 1. Unsere bisherigen Erfahrungen lehren uns, daf die Dichte p in der
k=0

Form

kZZ: % a)d mit den Wirkungen p(¢ kzz: % Yo (k)

fiir alle Testfunktionen ¢ € C5°(R!) dargestellt werden kann. Uberzeugen Sie sich, daf

Yoo %c exp(—a)d tatsachlich konvergiert. Zur Dichtefunktion p gibt es eine eindeutig be-
stimmte Verteilungsfunktion F'(z) = >, _, p(k). Damit erweist sich F' = F(z) als stiickweise
konstante Funktion. Es gilt

0 fir z <0,
p(0) fiir = € (0,1],
Fl) =4 p(0) +p(1) fiir 2 € (1,2],

N
2 p(k) fiir x € (N, N +1].

Im distributionen-theoretischen Sinne gilt
F'(x) = p(x).

Beweis. Wir betrachten fiir m € Ny die Einschriankungen von F' = F(z) auf die Intervalle

(m—13, m+3) und (m,m+1).

a) Nach Theorem 4.1 verschwindet F’ auf (m,m + 1) sowohl im klassischen, als auch im
Distributionensinne. Fiir p eingeschrankt auf (m,m + 1) erhalten wir

0k
¢) = Z %exp(—a) ¢(k) =0 furalle ¢ € C°(m,m+1),
k=0

d.h. p=0 auf (m,m+1).
Fazit:  Es gilt F' = p auf (m,m + 1).

b) Fiir die Einschriinkung von F” auf (m — §,m + 1) ergibt sich

am

F' = p(m)d,, = oot exp(—a)dm.

Das ist offensichtlich auch die Einschrinkung von p auf (m — 3,m + 3), da p(¢) =

m

S mexp(—a) ¢(k) = Lo exp(—a) ¢(m) fiir alle ¢ € C(m — +,m+ 3) gleich
p(m)dp,.

Fazit: Esgilt F' =pauf (m— 3, m+ 3).
¢) Fiir die Einschrinkung von F’ und p auf (—o0,0) erhalten wir F' = p = 0.
Fazit:  Es gilt F' = p auf (—00,0).
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Es bilden die Intervalle (—00,0) Umeng (m, m+1)Upen, (m— 3, m+ 1) eine Uberdeckung des
R

Es sind alle Voraussetzungen der Anwendung des Lokalisationsprinzips erfiillt (Uberpriifen Sie
diese!). Nach Anwendung des Lokalisationsprinzips gilt F’ = p, d.h. F'(¢) = p(¢) fiir alle ¢ €
CS(RY). O
2. Modellierung eines Abtastsystems

Bei Abtastsystemen, die in der Regelungstechnik oder in der Systemanalyse verwendet werden,
treten diskontinuierliche Signale u*(¢) auf, die aus einem kontinuierlichen Signal u(t) durch Zwi-
schenschaltung eines Abtastgliedes entstehen. Die Abtastung soll in gleichen Zeitabstdnden mit
der Abtastperiode T, erfolgen. Zu den Zeitpunkten kT, k € N, wird das Signal u(kT,) erfasst.

Aufgabe 9 Unser Ziel besteht in der distributionen-theoretischen Beschreibung von w*(t). Zeigen
Sie, dak

u*(t) = ZU(kTa)‘SkTa

k=0

erfullt ist.

5 Periodische Distributionen im R!

In der klassischen Analysis ist die Theorie der Fourierreihen eine wichtige Anwendung der Theorie
von Funktionenreihen und wird eingesetzt zur Beschreibung von periodischen Prozessen. Wir
werden jetzt den Begriff der periodischen Distribution einfiihren. Wir werden dann zeigen, daf
jede periodische Distribution mittels einer in D'(R) konvergenten Fourierreihe darstellbar ist.

5.1 Definition und Eigenschaften

Definition 5.1. Fine komplexwertige Funktion f, die auf der reellen Achse definiert ist, heifit
l-periodisch mit | € R und 1 > 0, falls f(x — 1) = f(x) fir alle x € R erfillt ist. Die Menge der
unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die l-periodisch sind, bezeichnen wir mit C(’f)(R).

Der Raum C'(Ol‘)’(R) ist ein Unterraum des C*°(R), d.h. jede bez. der Topologie des C*°(R) kon-
vergente Folge [-periodischer Funktionen besitzt eine [-periodische Grenzfunktion.

Definition 5.2. Eine Distribution u € D'(R) heifst I-periodisch, falls fiir die Wirkungen u(¢(x)) =
uw(p(xz + 1)) fir alle ¢ € CP(R) erfillt ist. Die Menge aller Distributionen v € D'(R), die
l-periodisch sind, bezeichnen wir mit DEZ)(R).

Aufgabe 10  Zeigen Sie, daf der Raum DEZ) (R) mit der schwachen Konvergenz des D'(R) ein
Unterraum des D'(R) ist.
Frage:  Vereinbaren sich die Begriffe [-periodische Funktion und I- periodische Distribution.
Antwort:  Ja! Es sei u = u(x) eine [-periodische Funktion. Dann kénnen wir u mittels
u(0) = [ ulwyo@ds = [ ule~Do()ds = [ u@)ofe+ s
R R R

als Distribution deuten. Damit gilt fiir jede [-periodische Funktion w, die iiber eine Periode
integrierbar ist, die Beziehung u(é(x)) = u(p(x + 1)) fiir alle ¢ € C§°(R). Somit erzeugt u eine
l-periodische Distribution.
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5.2 Theorie der Fourierreihen

In diesem Abschnitt wollen wir verstehen, dak jede periodische Distribution in eine in D'(R) kon-
vergente Fourierreihe entwickelt werden kann. Aus dem Grundkurs Analysis kennen wir folgendes
Resultat:

“Jede stiickweise stetig differenzierbare I-periodische Funktion v = u(z) wird durch ihre Fourier-
reihe in der Form

1 = 2n
5 (u(m —0) +u(x + O)) = Z cpel The
k=—o0
dargestellt. Die Fourierkoeffizienten cj berechnen sich durch

1! 2
L = l/ u(a:)e_lQTkmdx.
0

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafs im Distributionensinne

o0
2m
u= g cpel Tk

k=—o00
erfullt ist.”

Die erste Frage ist die nach der Berechnung der Fourierkoeffizienten. Es sollte uns dabei sofort
die Moglichkeit

2m
cp = u(e_Z 1 km)

eianallen. Bisher kennen wir aber nur die Wirkungen von w auf Testfunktionen, natiirlich ist
e~ Tk keine Testfunktion.

Die folgenden Zusatziiberlegungen zeigen, wie man Wirkungen von [-periodischen Distributionen
u € DEZ) (R) auf Produkte von l-periodischen Funktionen f mit einer geeigneten Testfunktion
¢ € C§°(R) definieren kann.

Definition 5.3. Fine Funktion a € C§°(R) heifit unitar, falls mit einem positiven | gilt
Yore _a(z —kl) =1. In diesem Sinn zerlegen wir die Funktion = 1.

Beispiel. Wir wihlen eine Funktion b € C°°(R) mit b(z) € [0,1] und b(z) = 0 fiir z < 0 und
b(x) = 1 fiir x > . Dann definieren wir a(z) = b(z)(1 — b(x — 1)). Diese Funktion a gehort zum
Raum C§°(R). Fiir « € [—[, 0] reduziert sich die Reihe aus Definition 5.3 auf

a(x+20) +alx+1) =blx+20)(1 —b(x+1)) + b(z+1)(1 — b(z))
=1-blx+1)+bxz+1)=1.

Aus der [-Periodizitét der Reihe > 27 a(x — kl) folgt die Zerlegung der Funktion = 1 fiir alle
z e R

Definition 5.4. Es sei a eine unitire Funktion. Fir gegebenes f € C(O;))(R) und u € Dzl)(R) wird

durch f — u(af) eine Abbildung von C&?(R) nach C definiert.
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()
Fourierkoeffizienten von u € DEZ) (R). Dabei ist a = a(x) eine beliebige unitire Funktion. Die
Fourierkoeffizienten sind von der Wahl von a unabhdngig.

Definition 5.5. Es sei u € D/, (R) vorgelegt. Dann heiflen die Zahlen cy := %u(a(:c)efizTﬁk‘”)

Merke. Nach Definition 5.3 sind die Ausdriicke u(a(m)e‘iQTﬂkz) sinnvoll, da die Funktionen

e~k um Raum C&?(R) gehoren.

Theorem 5.1. Die in Definition 5.5 eingefithrte distributionentheoretische Definition der Fou-
rierkoeffizienten stimmt mit der klassischen Definition tdberein.

Beweis. Vorgelegt sei eine [-periodische, iiber eine Periode integrierbare Funktion w. Dann gilt
mit einem beliebigen unitiren a

[e.9]

1 (! 2n 1 [ 2n
k= l/o u(m)e_’%k’”dw: l/o u(x)e_lszx Z a(xz + jl)dx

j=—00
1 > ! ~27rk
=7 Z / u(z)a(z + jl)e” " T " d.
, 0
j=—o0

Dabei wurde die gleichméfbige Konvergenz der Reihe ausgenutzt. Verwenden wir nun noch die
l-Periodizitéat, dann folgt

1 = [ P 1 & U+ .
k=7 Z / u(z + jl)a(x —l—jl)eﬂ%k(xﬂl)dw =7 Z / u(gc)a(x)e’ZQTkxda:
i 0 P Jl
J=—00 j=—00
1 [ 2n 1 .
= l/ u(:c)a(:r)efl%mdx = 7u<a(a:)677’2Tkx).
Damit ist der Beweis erbracht. O

Wir formulieren jetzt ohne Beweis die folgenden beiden Hauptsidtze der Beziehung zwischen
periodischen Distributionen und Fourierreihen.

Theorem 5.2. (Konvergenzsatz fiir Fourierreihen) Es sei {by}rez eine Zahlenfolge aus C mit
Potenzverhalten, d.h. es gibt eine positive Konstante C und ein p € Z mit |bg| < C|k[P. Dann

konvergiert die Reihe > g _ bee TR i D'(R) und definiert dort eine l-periodische Distribution
u € DEl) (R). Ihre Wirkungen auf Testfunktionen werden beschrieben durch

w0 = 3 b [ T

k=—00

Die Fourierkoeffizienten werden definiert durch

by, = %u(a(:c)e_ﬂ%kx)

mit einer beliebigen unitdren Funktion a = a(x).

Theorem 5.3. (Entwicklungssatz in Fouriereihen) Es sei u € Dzl)(R). Dann haben die Fourier-
koeffizienten von u Potenzverhalten und die Distribution w wird durch ihre Fourierreihe darge-
stellt.
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Beispiel. Wir wollen als Beispiel die Sigezahnkurve untersuchen. Die Sdgezahnkurve besitzt die
Fourierreihendarstellung

fir —nr<r<nm
9 k+1 M - . _Joax < .
az flx) mit f(z) und 27 — periodischer Fortsetzung ’ a>0

Die Ubereinstimmung mit der Fourierreihe gilt nicht an den Sprungstellen z = 7 + 2jm, j € L.
Deshalb verwenden wir das Zeichen ~. Deuten wir aber f bzw. 2a Z,;“;l(—l)k“‘lw als
Distribution bzw. Reihe von Distributionen, dann gilt

_QGZ k+151n z)

im Sinne der Gleichheit von Distributionen. Fiir die erste Ableitung erhalten wir einerseits durch
Bildung der 1.Ableitung von f im distributionellen Sinne

“+oo

f/(x) =a- Z 2am 5(:13771'72]67!')

k=—oc0

und andererseits durch formale Differentiation der Fouriereihe im distributionellen Sinne

=2a Z 1)+ cos(kx),

das geschieht durch gliedweise Differentiation der Reihe. Nutzen wir schlieRlich cos(kz) =  (e'**+
e~*) dann ergibt sich

a— § 2a7r(5$ k) _aE : k+1 'Lkz_’_efzkx)’

k=—o00

bzw.

2am E 5mw2kw—az 1)k ethe,

k=—00 k=—o00

Damit erhalten wir die bemerkenswerte Beziehung

+o0 1 +o0 ‘
Z 5(1—#—21{:71’) = % Z (71)k elkx.
k=—00 k=—00

Reihendarstellungen fiir hohere Ableitungen von f ergeben sich jeweils durch gliedweise Diffe-
rentiation.
6 Faltungen von Distributionen

6.1 Tensorprodukte

Wir betrachten ein Gebiet G C R?" der speziellen Struktur G := G x Gy mit G1, Go C R™.
Dann lassen sich zu Funktionen ¢1 € C*°(G1) und ¢o € C°°(G2) mittels der Vorschrift

1@ po i (z,y) € Gi x Ga — p1(x)Pa(y)
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Funktionen aus C*°(Gy x G2) zuordnen. Diese Abbildung bezeichnet man als Tensorprodukt.
Dieses hat folgende Abbildungseigenschaften:

° COO(Gl) X COO(GQ) — COO(Gl X GQ),

° Cgo(Gl) X CSO(GQ) — Cgo(Gl X Gz),

o Ll (Gl) X Llloc(GQ) — Ll (Gl X Gz)

loc loc

Aufgabe 11 Untersuchen Sie, ob alle diese Abbildungen stetig sind. Was haben Sie dafiir zu
zeigen?

Merke. Es ist
span {¢1 ® ¢2 : ¢1 € C5°(G), 2 € C°(G2)} — C5° (G x Ga)

eine dichte Einbettung. Dafiir schreiben wir C§°(G1 x G2) = C§°(G1)®C§(Ga).

Zur Vorbereitung des Tensorproduktes zwischen zwei Distributionen betrachten wir die durch
das oben eingefiihrte Tensorprodukt ¢1 @ @2 erzeugte Distribution. Diese geniigt der Vorschrift

(61® d2)(f) = / 61(2)ba () f (2, y)d(z,y) fiir alle | € C5°(Gy x G),

Gl XGQ

bzw. nach Verwendung iterierter Integrale

o) = [ @ | awieni)i= [ oo [ o@iemd)d.

G1

Beachten wir jetzt, dafs

: ¢1(z) f (2, y)dz € C5°(G2) und : b2(y) f(z,y)dy € C5°(G1),
1 2
dann erhalten wir sofort

(61 ® ¢2)(f) = d1(d2(f)) = p2(P1(f))-

Als Verallgemeinerung dieser Uberlegungen erhalten wir folgende Definition.

Definition 6.1. Seien u; € D'(G1) und ug € D'(G2). Dann ist u1 @ ug gerade die Distribution
aus D'(G1 x G3), die wie folgt definiert ist:

up @ up : ¢ € Cg°(G1 x Ga) — ui(uz(9)) = ua(u1(¢)) € C.
Es gilt DI(Gl X Gg) = D/(G1)®D/(G2).

6.2 Faltungen

Gegeben seien zwei Testfunktionen ¢1, 2 € Cg°(R™). Dann definiert man durch
Pprxdy:z €R" — g $1(y)pa2(z — y)dy = - $2(y)pr(z — y)dy
die Faltung ¢1 * ¢ der beiden Testfunktionen ¢1, ¢s.

Frage: Welche Eigenschaften hat ¢ * ¢27
Antwort:  Die Funktion ¢ * ¢2 hat folgende Eigenschaften:
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o &1 % ¢ besitzt einen kompakten Triger,
o 07(1x¢2) = 0701 * P2 = 1 * O ha,

*  Pr1x¢2=2x¢,

o (d1%2)* 3 = b1 * (P2 * d3),

o P x¢2 € CF°(R™).

Die letzte Eigenschaft gestattet, ¢1 * ¢2 mit einer Distribution zu identifizieren. Es gilt

bren: feCER) = | (| oi(y)se(a —y)dy) f(a)da.
R \JRn

Nach einer Variablensubstitution ergibt sich daraus
brein: feCF®RY = [ o) [ oaterrta+iz)dy
= [ @@+ pilay) = [ (0100w 0) i+ p)dl.y)

R2n R2n

Bemerkungen. Es ist klar, daf in obigen Uberlegungen nicht einfach ¢; und ¢2 aus dem Raum
C>®(R"™) gewahlt werden diirfen, da das klassische Faltungsintegral nicht notwendig existiert.
Die Funktionen ¢; und ¢o erzeugen aber Distributionen aus D’(R"). Demgegeniiber diirfen wir
aber ¢1 aus dem Raum C§°(R™) und ¢2 aus dem C*°(R"™) wihlen oder umgekehrt. Dabei verliert
man natiirlich die Eigenschaft des kompakten Tragers. Damit sollten wir uns erst einmal dariiber
Gedanken machen, wann iiberhaupt zwei Distributionen aus D'(R™) miteinander gefaltet werden
diirfen.

Definition 6.2. Vorgelegt seien zwei Distributionen uy und ug aus D'(R™). Die Distributionen
uy und ug heiffen faltbar miteinander, falls

supp(uy @ ug) N K kompakt sind
fiir alle kompakten Teilmengen K C R™ und mit K = {(x,y) : z +y € K}.

Aufgabe 12 Zeigen Sie, daf uy faltbar mit us ist, falls u; € &'(R™) und ug € D’(R™) sind, d.h.
uy ist eine Distribution mit kompaktem Trager in R"™.

Definition 6.3. Sind uy und ug aus D'(R™) faltbar miteinander, dann ist die Faltung uy * us
gerade die Distribution aus D'(R™), die wie folgt definiert ist:

uyp xug ¢ € C°(R") — (ur @ ug)(d(z + y)) = ui(uz(d(z +y)).

Mit dieser neuen Begriffsbildung kénnen wir die Faltung zwischen einer Distribution u; € D’(R")
und einer Distribution mit kompakten Triger us € £'(R™) definieren. Dabei ist fiir Anwendungen
in Naturwissenschaft und Technik die Restriktion us € &'(R™) nicht einschrinkend. Quellen
und Senken irgendwelcher Erscheinungen (Ladungen, Massen, einfache und doppelte Schichten)
besitzen erfahrungsgeméf kompakten Trager.

Frage:  Welche Eigenschaften hat die Faltung?
Antwort:  Die Faltung hat die folgenden Eigenschaften:
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® Uy kU = Ug kU,

e 4 ist das Einselement der Faltung, d.h. g * u = u * dg = u fir alle u € D'(R™),
o 0% (uy *xug) = 0%uy * ug = ug * OQua,

e up xux € C°(R"), falls u; € C5°(R™) und up € D'(R™).

Beachte. Die Faltung ist kommutativ, sie ist aber nicht assoziativ wie folgendes Beispiel zeigt:
In D'(R) gilt

(1%6y)« H=0, 1x(5,+H)=1, H ist die Heaviside Funktion.

Aufgabe 18  Untersuchen Sie auf Faltbarkeit und berechnen Sie gegebenenfalls die folgenden
Faltungen:

e 1xpu, wobei p € M(R™) ein Radon-Maf ist,
e H+xH, H«H =+ H usw.,

—_

° p.v.% kP

6.3 Schwartzscher Kernsatz

In diesem Abschnitt wollen wir Abbildungen T : ¢ € C§°(G1) — T(¢) € D'(G2) untersuchen,
wobei G1 € R™ und G2 € R™ vorgegebene Gebiete sind. Zu einer derartigen Abbildung 7" 146t
sich eine eindeutig bestimmte Distribution A auf G x G2 mittels folgender Beziehung zuordnen:

A(d1 @ ¢2) = T(d1)(2) fiir alle ¢1 € C5°(G1), d2 € C5°(Ga).

Ist diese Beziehung sinnvoll? Nach Voraussetzung ist die rechte Seite sinnvoll, damit ist A fiir alle
$1 ® 2 definiert. Da nun C§°(G1) ® C§°(G2) dicht in C§°(G1 X Ga) liegt, ist nach einer Verallge-
meinerung des bekannten Hahn-Banach Theorems die Distribution A eindeutig fortsetzbar auf
C°(G1 x Go2). Umgekehrt definiert obige Beziehung fiir jedes A € D'(G; x G2) einen Operator
T:¢ e C(G1) — T(¢) € D'(Gz). Damit haben wir schon die Aussage des Schwartzschen
Kernsatzes erklart.

Theorem 6.1. Jedem beschrinkten Operator T : ¢ € C§°(G1) — T(¢) € D'(G2) ist durch

A1 @ ¢2) = T(¢1)(¢2), fiir alle 1 € C5°(G1), ¢2 € C5°(G2),

umkehrbar eindeutig eine Distribution A € D'(G1 x G3) zugeordnet. Diese Distribution heifit
Schwartz-Kern.

Natiirlich scheint im ersten Moment die Bezeichnung Schwartz-Kern aus der Luft gegriffen. Wah-
len wir zur Erklarung ein leicht verstdndliches Beispiel.

Beispiel. Es sei eine Kernfunktion A = A(z,y) € L}, .(G1 x G2) vorgegeben. Dann wird mittels
dieser ein Integraloperator T = T(¢1) = fGl A(z,y)é1(x)dz definiert, wobei natiirlich ¢ €

C§°(G) frei withlbar ist. Das resultierende Bild liegt im Raum L} (G2). Somit gilt fiir alle
¢2 € C§°(G2) die Beziehung
76002 = [ ([ Alw)or(wiis)oatu)dy
G2 G1
= || Awa)or@poadady = Alz.p)or@) & 62(0).
2 1

Damit wird T auf eindeutige Weise die Distribution A bzw. die Kernfunktion A zugeordnet.
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Wir wollen am Ende dieses Abschnittes noch einen neuen Begriff kennenlernen.

Definition 6.4. Der Punkt x € G gehdrt nicht zum singuldren Triger der Distribution u €
D'(@), falls die Einschrinkung von u auf eine Umgebung U(x) von x zum Raum C*°(U(x))

gehort, d.h. u v € C®(U(x)). Der singulire Triger von uw € D'(G) wird mit singsupp u
X

bezeichnet.

Nach einer solchen Definition ist man an Eigenschaften des singuldren Trigers interessiert. Aus
Definition 6.4 ergibt sich sofort die Abgeschlossenheit des singuldren Trégers.

Aufgabe 1/  Wihlen Sie Beispiele von Distributionen v € D’(G) und bestimmen Sie den singu-
laren Trager.

Aufgabe 15 Wie verhilt sich der singuldre Tréiger einer Distribution v € D'(G) bei Differentia-
tion oder bei Multiplikation mit einer unendlich oft differenzierbaren Funktion?

7 Distributionenlésungen partieller Differentialgleichungen

Gegeben sei eine lineare Differentialgleichung der Form
P(z,0,)u = Z ao(z)05u = f
la|<m
mit in einem Gebiet G C R™ unendlich oft differenzierbare Koeffizientenfunktionen a, € C*(G).

Die Quelle f gehore zu D'(G).

Definition 7.1. Eine Distribution uw € D'(G) heifit Distributionenlésung von P(x,0z)u = f,
falls die Distributionen P(x,0;)u und f bereinstimmen. Nach der Definition der Gleichheit
zweier Distributionen bedeutet das

P(z,0;)u(¢) = f(9)
fir alle Testfunktionen ¢ € C§°(G).

Beachte. Wenden wir die Rechenregeln fiir Distributionen aus Kapitel 3 an, dann lassen sich die
Wirkungen von P(z,d,)u auf Testfunktionen ¢ in folgender Form schreiben:

P(z,0;)u(¢) = Z Ovu(ag®), hier bendtigen wir a, € C(G)
|la|<m
= Y u((=1)15; (aa0)).
la|<m

Den linearen Differentialoperator P(x,d,)* mit

P(z,8,)"¢ = Y (~=1)*5; (aa(2)9)

laj<m

bezeichnet man als den zu P(z,d,) adjungierten oder dualen Operator. Nach Definition 7.1 ist
u € D'(G) genau dann eine Distributionenlésung von P(z,d;)u = f, falls

uw(P*(x,02)0) = f(9)
fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(G) gilt.
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Beispiel. Vorgelegt sei der Differentialoperator P(x,0,) = A. Dann gilt P*(z,0,) = A. Damit
ist u eine Distributionenldsung von Au = f, falls u(A¢) = f(¢) fur alle ¢ € C§°(R™) gilt. Dabei
setzen wir f € D'(R™) voraus.

Der Begriff der Distributionenlésung einer Differentialgleichung P(x,0,)u = f ist eine echte
Verallgemeinerung des Begriffs der klassischen Losung von P(x,0y)u = f.

Theorem 7.1. Vertraglichkeit zwischen klassischer Lésung und Distributionenldosung einer par-
tiellen Differentialgleichung

Vorgelegt sei die partielle Differentialgleichung
P(x,0,)u = Z ao(z)05u = f

|a|] <m

mit unendlich oft differenzierbaren Koeffizientenfunktionen a, € C*°(G) und f € D'(G). Falls
f € C(G) und eine Distributionenlisung u € D'(G) von P(x,0,)u = f sogar zum C™(G) gehdort,
dann ist u sogar eine klassische Losung von P(x,0,)u = f.

Beweis. Es sei P(x,0;)u(¢) = f(¢) fur alle Testfunktionen ¢ € C5°(G) erfiillt. Nach Voraus-
setzung gehort w := Pu — f zum Raum C(G). Damit erzeugt w eine reguldre Distribution.
Es gilt also w(¢) = [,w(z)¢(x)dr = 0 fiir alle Testfunktionen ¢ € C§°(G). Damit muf aber
w = 0 auf G sein, das liefert aber sofort Pu = f in G. Andernfalls existiert wegen der Stetigkeit
von w auf G ein Punkt z¢p € G und eine Umgebung U.(zp) so, daf w(xz) > 0 oder w(z) < 0
in U (zp) gilt. Wihlen wir eine geeignete nichtnegative Testfunktion ¢g € C5°(Us(x0)) so, dah
oo(zp) > 0, so erhalten wir sofort w(¢p) > 0 oder w(¢pp) < 0 in Abhéngigkeit vom Verhalten von
w in Ug(zp). O

7.1 Fundamentall6sungen und ihre Bedeutung

Fundamentallésungen oder auch Elementarpotentiale genannt sind spezielle Lésungen linearer
partieller Differentialgleichungen mit der Quelle dg.

Definition 7.2. Gegeben sei ein linearer Differentialoperator P(0;) = Y. an0S mit konstanten
la|<m

Koeffizienten a,, € C. Als Fundamentallosung bezeichnet man jede Distribution H € D'(R™), die

eine Distributionenlosung von P(0,)H = 6o darstellt, d.h. H(P*(0;)®) = do(¢) = ¢(0) fiir alle

Testfunktionen ¢ € Cg°(R™).

1. Die Menge aller Fundamentallésungen von P(0;) ergibt sich durch H + Hp, wobei H eine
spezielle Fundamentallosung von P(0,) ist (P(0;)H = dp) und Hy die allgemeine Losung
von P(0;)u = 0 ist.

2. Nach einem Resultat von Malgrange (1958) besitzt jeder lineare Differentialoperator mit
konstanten komplexen Koeffizienten eine Fundamentallosung H € D'(R™).

Aufgabe 16 ~ Welche Regularitit besitzt eine Fundamentallosung von LH = dp in R™\ {0}, falls
L ein elliptischer Operator mit konstanten Koeffizienten ist?

Eine Fundamentallosung hat eine sehr grofe Bedeutung fiir die Losung der inhomogenen linearen
Differentialgleichung P(0;)u = f.

Theorem 7.2. Es sei f € E'(R™) eine gegebene Distribution mit kompaktem Triger K C R™.
Dann ergibt sich eine Lisung von P(0;)u = f in der Form uw = H x f, wobei H € D'(R™) eine
Fundamentallosung des Differentialoperators P(0;) ist.
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Beweis. Mit den Rechenregeln fiir die Faltung gilt P(0,)(H * f) = P(0z)H x f = dox f = f,
wobei wegen f € £'(R") und H € D'(R") die Faltung H = f € D'(R") existiert. O

Frage:  Wie kénnen wir uns die Formel aus Theorem 7.2 erkléren?

Antwort: ~ Wir stellen formal die Quelle f € £'(R"™) mit kompaktem Triger K in der Form
fe =2 f(€)du—¢) dar. Die Punktquelle f(§)d(,—¢) erzeugt das sogenannte Elementarpotential
(eEK

f(§)H(z—¢). Dann ergibt sich formal das Gesamtpotential u = »_ f(§)H,—¢) als Superposition

£EK
der Elementarpotentiale. Mathematisch exakt bedeutet > f(§)H(,—¢) gerade f* H = H * f.
{EK
Beispiele. 1. Vorgelegt sei ein gewthnlicher Differentialoperator, dessen Koeflizienten beliebig

oft differenzierbar sind fiir z € R, d.h. P(x,d;) = d%+aq(x)d? 1+ -+ am_1(2)dy +am(z)
mit ap € C*°(R). Dieser Operator besitzt die Fundamentallosung: H(z) = 6p(x)y(x),

<
wobei 0y = 0y(z) die Heaviside-Funktion 6y(x) = { 0 z<0 und y = y(x) die eindeutig

1 >0
bestimmte Losung von P(z,d;)y = 0 mit den Cauchy-Bedingungen y(0) = ¢/(0) = --- =
y™=2)(0) = 0 und y™ 1 (0) = 1 sind.

Beweis. Wir berechnen sofort H'(z) = 6y(z)y/(z), H"(z) = 0p(x)y" (z), ---, H™ D (z) =
fo(x)y™ Y (x) und H™(z) = o+6o(2)y"™ (). Nach Einsetzen in die Differentialgleichung
erhalten wir

P(z,d;)H(x) = 60+ 0p(z)P(x,dy)y = do.

O]

2. Vorgelegt sei der Laplace-Operator A im R™ mit n > 2. Im Fall n = 2 erhalten wir

Hs(z) = 5 In|z|, d.h. die Fundamentallésung besitzt eine logarithmische Singularitéit. Im

(2ﬂ)"/2

Fall n > 3 erhalten wir Hy,(z) = —mm_"“, wobei 0y, = 575y gerade die Oberfliche
der n-dimensionalen Einheitskugel ist. Weiterhin gilt T'(n/2) = [ e t"/271dt, n > 3.

Damit besitzt die Fundamentallosung eine Polstelle der Ordnung n — 2.
Beweis. Es gilt
Aln|z|=Alnr = %dr@“dr Inr) =0 fiur r # 0.
Wir wahlen ein beliebiges ¢ € C§°(R"™). Der Tréger von ¢ sei in der Kugel Kr(0) mit dem

Radius R um den Ursprung enthalten. Da In |z| eine regulire Distribution erzeugt, erhalten
wir

Alufa(é) = Injol(89) = [

In|z|A¢(x)dx = lim/ In|z|A¢(x)dx.
KR(0) e=0 Je<la|<R

Nach Anwendung der zweiten Greenschen Integralformel

/ (FAG — GAf)dz = / (0n6 — 60, f)ds
G oG
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bekommen wir mit f = In|z| und G = {e < |z| < R} die Beziehung

Aln|z|(¢) :g%(/|€( . ¢($)A1n]x|dx+/ (In 2|0, é(z) —gf)@nln|x|)ds).

|x|=¢

Hier nutzen wir das Tragerverhalten von ¢. Mit Aln|z| =0 in G folgt unmittelbar

Alnlz|(¢) = lin%</ (—In 2|0 (z) + O, 1n|x\)ds) = lim qb(x)dx: 216(0).
o |z|=e |z|=¢ €

Der Grenzwert des ersten Bestandteils des Integrals strebt gegen 0. Zusammenfassend

ergibt sich Az 1In |z| = 6y, das wollten wir zeigen. O

Aufgabe 17  Fiihren Sie den Beweis fiir n > 3 durch. Welches alternative Hilfsmittel
besitzen wir zum Beweis solcher Aussagen?

3. Vorgelegt sei der Cauchy-Riemann Operator 0z in C. Als Fundamentalldsung erhalten wir
H(z)= L.

Tz

4. Vorgelegt sei der Wirmeleitungsoperator 9; — a?/A,a > 0, im R™ beziiglich der riumlichen
Verénderlichen. Wir erhalten dann

) jz?
H,(t,x) = Rav/mD) exp ( - m)

5. Vorgelegt sei der Wellenoperator 97 — a?A, a > 0, im R" beziiglich der rdumlichen Verin-
derlichen. Wir erhalten dann

fiir n = 1 die Fundamentallésung Hy (¢, z) = 5= 6o(at — |z|),
Go(at |z|)

27ra\/a2t2 |z|2’

fiir n = 3 die Fundamentallosung Hs(t, z) = 2 60(a2t2 — |z[?).

fiir n = 2 die Fundamentallosung Ha(t, z) =

7ra
6. Vorgelegt sei der Transportoperator 78,5 + (n0, V+) + -, wobei v und « positive Konstan-

ten und 7o ein Einheitsvektor sind. Dann ergibt sich als Fundamentallosung H,,(t,x) =
vy (t) exp(—awt)dp(z — vino).

7.2 Newtonsche Potentiale als Distributionenlésungen Poissonscher Differen-
tialgleichungen

7.2.1 Die Newtonschen Potentiale

Zum Abschlufs dieses Kapitels beschéftigen wir uns mit Distributionenlésungen der Poisson-
Gleichung Au = f.

1. Es sei p € £'(R™). Dann existieren
Vi(z) = —Hp(x) * p (Newtonsches Potential mit der Dichte p),
Vo(x) = —Ha(z) x p (logarithmisches Potential mit der Dichte p).
Es gilt demnach AV,, = — A H,(z)*xp= —do*p= —p.

2. Falls p = p(z) sogar eine stetige Funktion mit kompaktem Trager ist, dann heilt das
entsprechende Newtonsche (logarithmische) Potential Volumenpotential (Flichenpotential)
und berechnet sich nach der Formel

_ 1 r(y) _ 1 / 1
Vn(x) - (Tl — 2)0’n /F;" |$ — y|n_2 d?% VQ(-Z') - o R? p(y) In |.I — y| dy

Damit sind diese Potentiale durch klassische Faltungsintegrale darstellbar.
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3. Es sei S eine beschriankte glatte Flache mit gewdhlter Normalenrichtung n. Mit stetigen
Funktionen pu = p(z) und v = v(x) auf S seien pdg die einfache Schicht und —0, (vdg) die
doppelte Schicht auf S. Die von diesen erzeugten Newtonschen (logarithmischen) Potentiale

vO = _m, (x) * pds, n > 3, VQ(O) = —Hj(z) * udg,

n

v — g H,(x) % 0,(vds), n > 3, Vz(l) Hj(z) + 0n(vés)

n

heifsen Einfachschicht- und Doppelschichtpotentiale mit den Dichten p oder v. Diese be-
rechnen sich durch

VO = g [ o D)oy 23,
V3 () = 2i /S p(y) In |xiy| doy,

V() = o —12)Un /S v(y) 8%‘ = doy,
V@) = 5 [ )0, m = doy

Die Newtonschen und die logarithmischen Potentiale mit den Dichten p, die Einfachschicht-
und Doppelschichtpotentiale mit den Dichten p und v sind Distributionenldsungen von
Au = f mit den entsprechenden Quellen —p, —udg, 0, (vds).

7.2.2 Grenzbeziehungen und Unstetigkeitseigenschaften der Potentiale in beliebi-
gen Aufpunkten

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit speziellen Eigenschaften von Volumen- und Flichenpo-
tentialen bzw. Einfachschicht- und Doppelschichtpotentialen beschéftigen. Nach Abschnitt 7.2.1
sind diese Potentiale Distributionenlésungen von Au = f.

Wir wollen an einfithrenden Beispielen wesentliche Fragestellungen motivieren.

1.Beispiel: ~ Volumenhafte Ladungsverteilung

Vorgelegt sei folgende homogene raumliche Belegung p = ﬁL_R;{) auf einer Kugelschale im R?

mit dem Innenradius R; und dem Aufsenradius Ry. Dann stellt sich das folgende Potential ein:
in den belequngsfreien Punkten

-

in den Belegungspunkten

2 2 3
_L<3Rz_7”_Rl> fiir Ry <r < Ry,

Ri1+Ro i
G ES YOS fiir 0<r <Ry,
fir r > Ro,

e

R} — R} 2 2 r
3L R3 — R? L 2R3 R} L
also u(r =) = 5 g —pu Wr =) = <2 - Rz> TRy
Weiterhin gilt
Opu_ =0 auf r = Ry,
anu+ R3 Rg( 7”+Ij72?):0 aufr:Rl,
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{ Opth_ = _R% auf r = Ry,

Opug = —T% auf r = Ro.

2.Beispiel:  Homogene Ladungsverteilung auf einer Kugeloberfliche mit dem Radius R

Dann erhalten wir das Einfachschichtpotential

-

3.Beispiel:  Homogene Dipolbelegung A auf einer Kugeloberfliche mit dem Radius R

fuir 0<r <R,
fur r> R.

= |

Dann erhalten wir das Doppelschichtpotential

| —ArX fir 0<r <R,
v= 0 fir r>R

Folgende Fragen ergeben sich aus diesen Einfithrungsbeispielen:

1. Was geschieht mit dem Potential in Punkten, in denen Belegung vorhanden ist? Wie verhal-
ten sich die Potentiale beim Ubergang von belegungsfreien Punkten zu Belegungspunkten?

2. Welche geometrischen Eigenschaften muf die Menge der Belegungspunkte besitzen?

3. Sind folgende, aus den Motivationsbeispielen zu erkennende Ergebnisse zu verallgemeinern:

Das Volumenpotential und deren Normalenableitung verhélt sich stetig beim Durchgang
durch den Rand der Belegungsmenge.
Das Einfachschichtpotential verhilt sich stetig beim Durchgang durch die Kugeloberfliche.
Die Normalenableitung erleidet einen Sprung beim Durchgang durch die Kugeloberfliche.
Das Doppelschichtpotential springt beim Durchgang durch die Kugeloberfliche, die Nor-
malenableitung verhilt sich stetig beim Durchgang durch die Kugeloberfliche.

Beschiiftigen wir uns zuerst mit Volumenpotentialen (eine formale Ubertragung der Ergebnisse
auf Flachenpotentiale ist moglich).

Gegeben sei das Volumenpotential

B p(y)
Valw) = /R gz

n |z —

mit einer integrierbaren Dichtefunktion p = p(y) im R", die einen kompakten Triger K besitzen
soll. Dann ist V,, harmonisch aufferhalb von K.

Theorem 7.3. Das Volumenpotential V,, einer stiickweise stetigen und absolut integrablen Dichte
p ist im ganzen Raum R"™ stetig differenzierbar. Die Ableitungen Oy, Vy, kénnen in der Form

0.Va@) = [ p0)0n o~ P ")y

dargestellt werden. Damit ist die Vertauschung von Differentiation und Integration méglich. Fir
die Normalenableitung erhalten wir

0.Valw) = [ p)on(le — yP ")y,
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Bemerkungen. Die Existenz der 1. Ableitungen ist klar, wenn man beachtet, daf
Jrn )0z, (|2 — y|>~™)dy ein schwach singulires Integral darstellt. Wie das erste einfithrende
Beispiel zeigt, ist die Stetigkeit der 2. Ableitungen im R"™ i. allg. nicht erfiillt.

Wenden wir uns jetzt den Einfachschichtpotentialen V,SO) zu, diese sind harmonisch auferhalb
der Belegungsflache.

Theorem 7.4. FEs sei p = p(y) eine stetige Belequng auf einer stetig gekriimmten Belequngsfldche
S. Dann ist das Einfachschichtpotential stetig in R™,

Theorem 7.5. Fs sei p = p(y) eine stetige Belegung auf einer stetig gekriimmten Belequngsfldiche
S. Dann erleidet die Normalenableitung anv;ﬁo) einen Sprung beim Durchgang durch die Schicht.
Es gilt im Anschauungsraum R3 die folgende Beziehung: aan(_(i) — 3nV3(E) = —4mp. Dabei sind
8nv7fﬂ),anv,fﬂ) als Grenzwerte der Richtungsableitungen bei Anndherung an die Fliche entlang

der Flichennormalen zu verstehen. Die Tangentialableitungen von Vrfo) zu beiden Seiten der
Fldche stimmen tiberein.

Die Stetigkeit der FEinfachschichtpotentiale ist klar wenn man beachtet, dafs

1 p(y)
VO () = / do,, n >3,
(=) (n—2)on Jg lx—yn2 " "~
(0) 1 / 1
Vi (z) = — In — do,
2 (@) = o Sp(y) o=y P

schwach singulére Integrale darstellen.

Wenden wir uns schlieflich den Doppelschichtpotentialen VTSI) zu, diese sind harmonisch aufier-
halb der Belegungsfliche.

Theorem 7.6. Es sei p = p(y) eine stetige Belegung auf einer stetig gekriimmten Belegungsfliche

S. Dann verhdlt sich das Doppelschichtpotential Vn(l) unstetig betm Durchgang durch die Schicht

S, d.h., das Doppelschichtpotential ist jeweils einseitig in innere Punkte hinein stetig fortsetzbar.

Im Anschavungsraum R3 gilt fiir die Grenzwerte V})(Jlr) und V3(P die Beziehung Vs(}r) — 3(9 = 47p.

Theorem 7.7. FEs sei p = p(y) eine stetige Belequng auf einer stetig gekriimmten Belequngsfldiche

S. Existiert dann &J/,ff fiir eine abgeschlossene innere Teilfliche von S im Sinne gleichmdfiger

Konvergenz bei Anndherung entlang den Fldichennormalen, so existiert fiir dieselbe Teilfliche
n _

auch &LV,S) im entsprechenden Sinne, und beide Grenzwerte stimmen dberein, d.h. 0,V,) =

0, v

Die Normalenableitung anvn(f existiert z.B. fiir eine analytische Belegung auf einer analytischen
Belegungsfliche.

Es ist klar, dal man die Stetigkeit des Doppelschichtpotentials i.allg. nicht erwarten kann, da
die Potentiale

1 1
V@ = o [ o) ot o,
(@) [ 000) 00, s oy
V(l)(x) = — / p(y) Op, In L do
2 2 Js P eyl Y

stark singulédre Integrale sind.

27



8 Funktionalanalytische Eigenschaften der Raume D'(G)

8.1 Funktionalanalytische Eigenschaften von R&umen beliebig oft differen-
zierbarer Funktionen

8.1.1 Ré&ume {iiber regulir kompakte Mengen

In Kapitel 2 haben wir den Begriff einer reguldr kompakten Menge eingefiihrt. Es sei eine solche
kompakte Menge vorgelegt.

Definition 8.1. Mit C*°(K) definieren wir den Raum der unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen auf K. Die Topologie in C°°(K) wird durch das System pi(-) = mazo<il|05 - llo(x)
erzeugt. Eine Folge {f,}n von Funktionen aus C°°(K) strebt gegen eine Funktion f € C*°(K),
falls limy, oo p(frn — f) = 0 fiir alle k € N erfillt ist.

Wollen wir uns einige der Eigenschaften von C*°(K) klar machen.

1. Der Raum ist ein lokalkonvexer Raum. Seine Topologie wird sogar durch ein abzdhlbares
System von Normen erzeugt.

2. Der Raum ist vollsténdig.

Beweis. Es sei {fn}, eine Cauchy-Folge aus C*°(K). Dann ist fiir jedes k die Folge ei-
ne Cauchy-Folge in C*(K). Wegen der Vollstindigkeit von CF(K) existiert ein eindeutig
bestimmter Grenzwert fz. Da nun der Raum C! (K) stetig eingebettet ist in dem Raum
C*(K) fiir | > k, muk wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes in jedem Raum CF(K) die
Beziehung fl = fk flir [ > k erfiillt sein. O

3. Der Raum ist metrisierbar.

Beweis. Hier kommt uns zugute, dafs die Topologie durch eine abzdhlbare Familie von
Seminormen erzeugt wird. Wir definieren die Metrik

o0

o e(f—9) oo
d(f,g) = E 27k L2/ fiir beliebige f,g € C°°(K).
(:9) — 1+p(f—9) & (%)
Man {iberpriift leicht die Eigenschaften einer Metrik. O

4. Der Raum ist ein Frechet-Raum. So nennt man jeden vollstindigen Raum, dessen Topologie
durch ein abzdhlbares System von Seminormen erzeugt wird.

5. Der Raum ist ein Montel-Raum. Einen lokalkonvexen Raum nennt man Montel-Raum wenn
in ihm jede abgeschlossene und beschrinkte Menge kompakt ist.

Beweis. Es sei M eine beschrankte und abgeschlossene Menge aus C*°(K), d.h. zu jedem
k € N existiert eine Konstante Cy mit pi(f) < Cj fiir alle f € M. Da der Raum C*(K)
ein metrischer Raum ist, ist die Eigenschaft der Kompaktheit dquivalent zur Folgenkom-
paktheit. Wir werden letztere beweisen. Es sei {f,}, eine Folge aus M. Dann ist diese
beschriinkt in C1(K). Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist diese relativ kompakt in C'(K),

d.h. es existiert eine konvergente Teilfolge { fT(Ll)}n in C(K). Diese Teilfolge ist beschrinkt
in C%(K). Nach dem Satz von Arzela-Ascoli ist diese relativ kompakt in C'(K), d.h. es
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existiert eine konvergente Teilfolge { fr(f)}n in C'(K). Nun kénnen wir Schritt bei Schritt
dieses Verfahren fortsetzen. Auf diese Weise erhalten wir in C'(K) konvergente Teilfolgen

{fT(LlH)}n. Betrachten wir die Diagonalfolge {fl(l)}l, dann konvergiert diese in jedem C'(K),
also als Folge aus M auch im Raum C*°(K). Die Vollstéindigkeit des C*°(K) liefert uns
ein Grenzelement, welches wegen der Abgeschlossenheit von M zu M gehort. O

Frage:  Welche anderen Montel-Riume sind bekannt?

Einen Teilraum D(K) des C*°(K) wollen wir besonders auszeichnen, den Raum der auf 0K

flachen Funktionen.

Definition 8.2. Mit D(K) bezeichnen wir den Abschluff der Menge C§°(int K) in C*°(K). Der
Raum D(K) wird als der Raum der in K getragenen Testfunktionen bezeichnet.

Wir wollen am Ende dieses Abschnittes noch zwei spezielle Familien von Frechet-Rdumen ken-
nenlernen.

Definition 8.3. Vorgelegt sei eine Folge { Ey}r von Frechet-Riumen, die folgender Eigenschaft
genigt:
“Jeder Frechet-Raum Eyq ist stetig eingebettet in den Frechet-Raum Ey.”

1. Durch E := (, Ej; definieren wir den projektiven Limes der Folge {Ey}y, im Symbol:
E = lim proj E.

2. Durch E :=\J, E) definieren wir den induktiven Limes der Folge { Ey}y, im Symbol: E :=
lim ind By,

Der projektive Limes von Frechetrdumen ist wieder ein Frechet-Raum. Der induktive Limes von
Frechetrdumen ist i.allg. kein Frechetraum mehr.

Frage:  Wie ist die Konvergenz in lim proj Ey, bzw. in lim ind Fj, definiert?

8.1.2 Riume iiber Gebiete

Vorgegeben sei jetzt ein Gebiet G C R™. Wie in Definition 2.1 wihlen wir eine Folge { K}, },, regu-
lar kompakter Mengen, die das Gebiet G monoton ausschopft. Dann wihlen wir den Banachraum
E, := C"(K,). Dann kénnen wir den Funktionenraum C°°(G) auch wie folgt einfiihren:

Definition 8.4. Der Raum C°(G) der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf G ergibt
sich als

C*(G) = lim proj E,, mit E,, = C"(K,,).
Machen wir uns wieder mit Figenschaften dieses Raumes vertraut.

1. Der Raum ist lokalkonvex, die Topologie wird erzeugt durch das System der Seminormen
PK,n, T eN.

2. Der Raum ist vollstdndig und metrisierbar, da ein abz&hlbares System von Seminormen
zur Beschreibung der Topologie ausreicht.

3. Der Raum ist ein Frechetraum. Er ist ein Montelraum.

Aufgabe 18 Beweisen Sie die Montelraum-Eigenschaft. Gibt es Anderungen in der Be-
weisfithrung im Vergleich mit der fiir die Montelraum-Eigenschaft des C*°(K)?
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Wenden wir uns jetzt noch einmal dem Raum C§°(G) zu. Wie oben wihlen wir die Folge { K, }.

Definition 8.5. Der Raum C§°(G) der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompak-
tem Trdger in G ergibt sich als

C5°(G) = lim ind D(K,,).

Um Eigenschaften dieses Raumes verstehen zu kénnen, miissen wir Grundlagen der Theorie to-
pologischer Raume, topologischer Vektorrdume und der Theorie lokalkonvexer Raume verstehen.
Diese wird in den néchsten beiden Abschnitten zur Verfiigung gestellt.

8.2 Grundlagen der Theorie topologischer Rdume

Wir studieren in diesem Abschnitt Mengen mit einer topologischen Struktur.

Definition 8.6. Fine Menge X heifit ein topologischer Raum, wenn in X ein System M =
{M C X} von Teilmengen ausgezeichnet ist, das die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Die Vereinigung einer beliebigen Familie von Mengen aus M gehdrt zu M.
2. Der Durchschnitt von endlich vielen Mengen aus M gehért zu M.
3. Die leere Menge und die Menge X selbst gehdren zu M.

Man sagt auch: das System M definiert auf X eine Topologie T = (X, M). Die Elemente von
M heiflen offene Mengen dieser Topologie.

Es sei x ein Punkt des topologischen Raumes X. Jede offene Menge, die x enthilt, heifst offene
Umgebung von x. Ist x € U und existiert ein M C M mit x € M und M C U, so nennt man U
Umgebung von z, die natiirlich nicht notwendig offen ist.

Theorem 8.1. Mit U, bezeichnen wir die Familie aller Umgebungen U des Punktes x eines
topologischen Raumes X. Dann besitzt U, die folgenden Figenschaften:

1. FiralleU elUy gilt x € U; X € Uy.

2. Aus Uy,Uy € Uy folgt U1 NUy € Uy.

3. IstU ey und U CW C X, so ist auch W € U,.

4. Ist U € Uy, so gibt es ein V € Uy mit U € Uy, fiir alley € V.

Beweis. Die Richtigkeit der ersten drei Figenschaften folgt sofort aus den Definitionen fiir offene
Umgebungen bzw. fiir Umgebungen. Ist U € U, so existiert ein offenes V € U, mit V C U. Dann
ist V' Umgebung jedes Punktes y € V. Also ist auch die Obermenge U von V eine Umgebung
jedes Punktes y € V. O

Es gilt sogar eine Art Eindeutigkeitsaussage.

Theorem 8.2. Es sei auf einer Menge X fiir jeden Punkt x ein System U, von Teilmengen
von X als Umgebungssystem von x gegeben. Dieses System soll die Figenschaften 1) bis 4) aus
Theorem 8.1 erfillen. Dann gibt es genau eine Topologie auf X, welche diese Umgebungen und
keine weiteren besitzt.
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Ein Teilsystem V, des Systems U, aller Umgebungen von x € X nennt man eine Umgebungsbasis
von x, falls sich zu jedem U € U, ein V € V, mit V C U finden ldkt. Alle = enthaltenden offenen
Mengen bilden offensichtlich eine Umgebungsbasis von x.

Ein topologischer Raum erfiillt das erste Abzdhlbarkeitsaziom, wenn jeder Punkt eine abzdhlbare
Umgebungsbasis besitzt.

Sind auf der Grundmenge X zwei Topologien 71 = (X, M7) und 7o = (X, M3) erklért, dann
lassen sich diese Topologien eventuell vergleichen. Ist jede bez. 71 offene Menge auch offen bez.
To, ist also My C Ma, so heit die Topologie T feiner als 71 oder 7 gréber als 7o.

Beispiele. 1. Es seien als offene Mengen nur die leere Menge und die Grundmenge X selbst
festgelegt. Diese so definierte Topologie ist gréber als jede andere Topologie auf X. Sie heifst
grobste oder auch indiskrete Topologie.

2. Offene Mengen in X seien alle Teilmengen von X. Diese Topologie auf X heiflt diskrete
Topologie. Sie ist feiner als jede andere Topologie auf X.

Theorem 8.3. Es seien Ul und U? zwei Familien von Umgebungen von x € X und V) und V2
Umgebungsbasen von x in den Topologien 71 und 7 auf X. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

1. My C My,
2. fiir alle v € X gilt U} C U2,
3. fir alle x € X und jedes V1 € V; existiert Vo € V% mat Vo C V7.

Aufgabe 19  Beweisen Sie diesen Satz.

Ein topologischer Raum X heifft Hausdorffraum oder separiert, wenn zwei verschiedene Punkte
z und y disjunkte Umgebungen besitzen.

Wenden wir uns jetzt Abbildungen in topologischen Réumen zu. Gegeben sei eine Abbildung
f: X — Y eines topologischen Raumes X in einen topologischen Raum Y.

Definition 8.7. Die Abbildung f : X — Y heiffit im Punkt x € X stetig, falls fiir jede Umgebung
U von y := f(x) das Urbild f~1(U) eine Umgebung von x € X ist. Die Abbildung f : X — Y
heifit stetig, falls sie in jedem Punkt von X stetig ist.

Es gilt dann folgender Satz, der einen bekannten Satz fiir metrische Rdume aus dem “Grundkurs
Analysis” verallgemeinert.

Theorem 8.4. Vorgelegt sei eine Abbildung f: X — Y. Es ist f genau dann stetig, wenn fir
jede in'Y offene Menge M das Urbild f~1(M) offen in X ist.

Beweis. Es sei f stetig und die Menge M offen in Y. Ist f~1(M) die leere Menge, dann ist die
Behauptung bewiesen. Es sei also # € f~1(M). Dann folgt f(z) € M. Die Menge M ist als
offene Menge eine Umgebung von f(x). Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von f existiert
eine Umgebung V C X mit V C f~1(M). Daher ist f~'(M) Umgebung jedes seiner Punkte. Da
nun eine Umgebung V offen ist genau dann, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist, folgt die
Behauptung.

Zum Beweis der Umkehrung wihlen wir eine Umgebung U von f(z) € Y. Dann existiert eine
offene Umgebung M von f(x) mit M C U. Es folgen x € f~Y(M) und f~1(M) C f~Y(U). Nach
Voraussetzung ist f~1(M) offen, also Umgebung von z. Als Obermenge von f~!(M) ist dann
auch f~1(U) eine Umgebung von x. Damit ist die Abbildung f tatsichlich stetig in x. O
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Definition 8.8. Eine Folge {x,,}, aus X heiffit konvergent gegen x € X, wenn fiir jede Umgebung
U von x ein Index ng = no(U) so existiert, daff x, € U fiir alle n > no erfillt ist.

Zum Ende dieses Abschnittes interessiert uns die Charakterisierung der Stetigkeit einer Abbil-
dung mit Hilfe von Folgen.

Theorem 8.5. Fs sei f : X — Y eine in x € X stetige Abbildung. Dann gilt: Fiir jede in X
gegen x konvergente Folge {xy}n konvergiert die Folge der Bilder {f(xn)}n in'Y gegen f(x).

Beweis. Es sei U eine Umgebung von f(z) in Y. Da f in x stetig ist, ergibt sich f~1(U) als
Umgebung von x. Also exisitiert nach Annahme ein no(U) so, daf x, € f~1(U) fiir n > ng gilt.
Damit ist f(xy,) € U fiir alle n > ng. O

Beachte. Die Umkehrung dieses Satzes gilt im allgemeinen nicht!

Aufgabe 20 Machen Sie sich alle eingefithrten Begriffe dieses Abschnittes anhand der diskreten
und indiskreten Topologie klar.

Ist f: X — Y eine bijektive Abbildung, und sind sowohl f, als auch f~! stetig, dann spricht
man von einem Homdomorphismus oder auch von einer homdomorphen Abbildung.

8.3 Grundlagen der Theorie linearer topologischer Riume

In diesem Abschnitt wollen wir Eigenschaften linearer topologischer Rdume kennenlernen. Ein
vorgelegter Raum X besitzt neben der topologischen Struktur 7 = (X, M) noch eine lineare
Struktur iiber einen Kérper K.

Definition 8.9. Eine Menge X heifit linearer topologischer Rauwm tiber K oder auch topologischer
Vektorraum iber K, wenn fiir X die folgenden FEigenschaften erfillt sind:

1. Esist X ein linearer Raum tiber K.
2. Esist X ein topologischer Raum.

3. Die Addition und die Multiplikation mit Skalaren in X sind stetige Abbildungen von X x X
bzw. von K x X in X.

Die Figenschaft 8 verkniipft beide Strukturen, die lineare mit der topologischen. Dadurch werden
beide Strukturen vertrdglich. Die FEigenschaft 3 lautet ausfihrlich:

4. Zu jeder Umgebung U, von z = x +y in X emzistieren Umgebungen U, und U, von x bzw. y
in X mit Uy + Uy, CU,. Zu jeder Umgebung U, von z = ax i X gibt es Umgebungen Vi, von a
i K und U, von x in X mit V,U, C U,.

Der folgende Satz hat eine grofse Bedeutung. Er erkldrt, dafs die topologische Struktur eines
topologischen Vektorraumes durch eine Umgebungsbasis des Nullelements in X vollstdndig be-
stimmt ist. Es wird daher geniigen, nur Umgebungen von 0 € X zu betrachten. Wenn in Zukunft
von Umgebungen (Umgebungsbasen) gesprochen wird, dann konzentrieren wir uns immer auf
Umgebungen (Umgebungsbasen) des Nullelements 0 € X.

Theorem 8.6. FEs seien X ein topologischer Vektorraum idiber K und a € X. Die Abbildung
f:X — X mit f(x) = x+a ist ein Homoomorphismus von X auf X. Ist U C X eine Umgebung
von 0, so ist W := U + a eine Umgebung von a. Ist W C X eine Umgebung von a, so ist
U :=W —a eine Ungebung von 0. Bildet V eine Umgebungsbasis von 0 in X, so bildet V + a
eine Umgebungsbasis von a in X.
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Theorem 8.7. Es seien X ein topologischer Vektorraum dber K und o € K mit o # 0. Die
Abbildung f : X — X mit f(z) = ax ist ein Homdéomorphismus von X auf X. Ist U eine
Umgebung von 0, so ist auch aU eine Umgebung von 0.

Fiir die Formulierung des folgenden Satzes bendtigen wir verschiedene Begriffe.

Eine Menge M des topologischen Vektorraumes X heifst konvez, falls fir jede Zahl a € [0,1] gilt
aM + (1 —a)M C M.

Eine Menge M des topologischen Vektorraumes X heiltt absorbierend, falls fiir jedes Element
x € X eine positive Zahl a = a(z) existiert mit a 'z € M fiir alle o € K : |a| > a.

Eine Menge M des topologischen Vektorraumes X heifst kreisformig, falls fiir jede Zahl o € K
mit |af <1 gilt aM C M.

Theorem 8.8. Ist V eine Umgebungsbasis (des Nullelementes) des topologischen Vektorraumes
X diber den Kérper K, so besitzt jedes V €V die folgenden Figenschaften:

1. Esist V absorbierend.
2. Es gibt einVi €V mit Vi +V, CV.
3. Es existiert eine kreisformige Umgebung W mit W C V.

Beweis. Es seien a € X und V € V. Wir betrachten den im Theorem 8.7 besprochenen Homgo-
morphismus. Betrachten wir jetzt h : K — X mit h(a) = aa, dann ist h stetig in 0 € X. Also
existiert ein kleines Intervall (—¢,e) um 0 € K mit na € V fir n € (—¢,¢). Damit ist aber auch
p~ta € V fiir alle |u| > e~!. Insgesamt ist damit V absorbierend.

Die Addition z +y ist in z = y = 0 stetig. Also existieren zu gegebenem V €V Umgebungen U,
und Uy, mit U, + U, C V. Da dann auch U, N U, eine Umgebung ist, liefert die Basiseigenschaft
von V eine Umgebung V3 € V mit Vi C U, NU,. Mit diesem V; gilt V1 +V; C V.

Wegen der Stetigkeit der Multiplikation in @ = 0 und x = 0, kdnnen wir ein Intervall (—¢,¢)
in K und eine Umgebung U von & = 0 so wahlen, dak nU C V mit || < e. Somit ist nU
eine Nullumgebung. Dann ist auch W := U, ..nU C V auch eine (Null)Umgebung. Diese ist
kreisférmig. O

Wir werden im weiteren immer annehmen konnen, dafs die Mengen einer Umgebungsbasis stets
kreisférmig sind. Interessant fiir uns ist eine Umkehrung des letzten Satzes.

Theorem 8.9. In einem linearen Raum X iber den Korper K sei ein nichtleeres System V von
Teilmengen V' C X mit den folgenden Eigenschaften gegeben:

1. Die Mengen V €V sind kreisformig und absorbierend.
2. Sind Vi, Vo €V, so existiert ein V3 €V mit V3 C V1 N V.
3. IstV eV, sogibtesemVieVmtVi+ViCV.

Unter diesen Voraussetzungen lafit sich auf X genau eine Topologie einfithren und X wird mit
dieser Topologie ein topologischer Vektorraum. Das System V bildet hierbei eine Umgebungsbasis.

Bewets. Um eine Topologie auf X zu erkléren, ziehen wir das Theorem 8.2 heran. Es sei U die
Familie aller Teilmengen von X, die eine Menge aus V enthalten. Ferner sei U, = = + U fiir jedes
x € X. Wir zeigen, dab fiir jedes x € X die Familie U, die Eigenschaften 1) bis 4) aus Theorem
8.2 erfiillt.
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Es gilt offensichtlich X € U. Da jedes V € V kreisformig ist, enthdlt V mit x € X auch das
Nullelement von X, welches dann auch in jeder nichtleeren Menge U von U liegt.

Sind U; und Uy aus U, dann existieren nach Voraussetzung Mengen Vi und V5 aus V und nach
Voraussetzung 2) eine Menge V3 € V mit V3 C Vi N Va C U N Uy, also ist auch Uy NUz € U.
Daraus folgt wiederum (Uy + ) N (Us + ) € U,.

Wiéhlen wir U +2 € Uy, U € U und U C W, so existiert ein V € ¥V mit V C U, also auch
V C W. Somit gehéren W zu U und W + = zu U,.

Zu U € U existiert ein V € V mit V C U. Nach der Eigenschaft 3) gibt es ein V; € V mit
Vi+ Vi C V. Also gilt auch Vi + Vi +2 C U + z. Setzt man W := V] 4+ x, so ist W € U, und
WCcU+zx Firye Wist Vi +y C U + 2, d.h. U 4+ x ist Umgebung von y, also auch aus der
Familie U,,.

Damit haben wir alle Voraussetzungen von Theorem 8.2 iiberpriift. Es gibt folglich auf X genau
eine Topologie mit den Umgebungen U + x und keine weiteren. Wir miissen schlieflich noch
zeigen, dal die topologische Struktur mit der algebraischen vertraglich ist. O

Definition 8.10. Ezistiert in einem topologischen Vektorraum X 1tiber einen Korper K eine
(Null)Umgebungsbasis V mit konvexen Mengen V. C X, so heifit der topologische Vektorraum
lokalkonvez.

Es sind dann auch die Mengen V + x der Umgebungsbasis V, von « € X konvex. Erfiillt der
topologische Vektorraum das erste Abzdihlbarkeitsaziom, so gibt es bekanntlich eine abzdhlbare
Umgebungsbasis {V;}ien. Setzt man W, := Nl _,V,,, so bildet die Familie {I;};en ebenfalls ei-
ne abzdhlbare Umgebungsbasis, jetzt gilt aber Wjy; C W;. Wir kénnen somit von vornherein
annehmen, dafs ein topologischer Vektorraum, der das erste Abzdhlbarkeitsaxiom erfiillt, eine
abzéhlbare (Null)Umgebungsbasis {V;};en mit Vi1 C V) besitzt.

Beispiel. Es sei X ein normierter Vektorraum mit der Norm || - ||. Bildet man die Familie V =
{V:, e > 0, der offenen Kugeln V. = {x € X : ||z|| < €}}, so erfiillt V die Voraussetungen 1)
bis 3) von Theorem 8.9. Die Mengen sind konvex. Damit wird X ein lokalkonvexer topologischer
Vektorraum, der separiert ist.

Im folgenden Satz beschreiben wir den Zusammenhang zwischer einer (Null)Umgebungsbasis
und der Separiertheit eines topologischen Vektorraumes.

Theorem 8.10. Es sei X ein topologischer Vektorrawm dber den Kérper K. Gegeben sei wei-
terhin eine Umgebungsbasis V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Der Raum X ist separiert.
2. Fiir jedes x € X mit x # 0 existiert ein V€YV mitx ¢ V.
3. Es ist NyeyV = {0}.

Beweis. Aus 1) folgt 2) und aus 2) folgt 3) ist leicht zu zeigen. Wenden wir uns der Implikation
aus 3) folgt 1) zu. Es seien z,y € X mit z —y # 0, also = # y gewihlt. Nach 3) existiert ein
V € Vmitx —y ¢ V. Nach Theorem 8.8 existiert ein V4 € V mit V3 + Vi C V und somit
x —y ¢ Vi + Vi. Dann sind die Umgebungen V; + 2 und V; + y von z und y disjunkt. Also ist
X tatsédchlich separiert. O

Die lineare Struktur des topologischen Vektorraumes erlaubt wie iiblich die Begriffe Cauchy-Folge
und konvergente Folge einzufiihren. So ist z.B. eine vorgelegte Folge {x; }; eine Cauchy-Folge, falls
fiir jede (Null)Umgebung U ein Index lo(U) so existiert, dak z; —x,, € U fiir alle [, m >y erfiillt
ist. Wenden wir uns schlieklich noch Abbildungen topologischer Vektorrdume zu.
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Theorem 8.11. Es seien X und Y topologische Vektorrdume iber einen Korper K. Vorgelegt
sei eine lineare Abbildung f : X — Y. Dann ist f entweder tiberall stetig oder nirgends. Setzen
wir zusatzlich Separiertheit sowie Giltigkeit des ersten Abzdhlbarkeitsazioms fiir X voraus und
folgt fiir jede Folge {x;}; aus X mit x; — & die Konvergenz der Bilder f(x;) — f(Z) inY, so ist
f stetig in T.

Beweis. Es sei f in x = 0 stetig. Wir zeigen die Stetigkeit in x = Z. Es sei eine Umgebung
W +gvong= f(Z)in Y gewihlt. Nach Voraussetzung gibt es eine (Null)Umgebung U in X mit
f(U) Cc W, denn W ist eine Umgebung des Bildpunktes 0 in Y. Wir betrachten die Umgebung
U+Zvon Zin X. Fiir x € U+z2 ergibt sich f(z) € f(U)+y. Somitist f(U+z) C f(U)+y C W+y.
Also ist f stetig in Z.

Angenommen f ist nicht stetig in Z. Dann gibt es eine Umgebung W von f(z) in Y mit f(U) ¢ W
fiir alle Umgebungen U € Uz von Z. Es existiert eine abzahlbare (Null)Umgebungsbasis {V;}en
mit V41 C Vi. Die vorausgesetzte Separiertheit liefert N>° V; = {0}. Nach Annahme ergibt
sich f(V; + ) ¢ W. Es lassen sich deshalb Elemente z; € Vi + Z mit f(z;) ¢ W finden. Die
Eigenschaften der V; sichern x; — &. Nach Voraussetzung gilt aber f(x;) — f(&). Hieraus folgt
aber f(z;,) € W fiir hinreichend grofies ly, im Widerspruch zur Annahme f(z;) ¢ W. O

Beachte. Die zweite Aussage des letzten Satzes stellt eine Art Umkehrung von Theorem 8.5 dar
fiir den Fall von linearen Abbildungen f unter zusétzlichen Voraussetzungen an X.

Definition 8.11. Es sei X ein topologischer Vektorraum diber den Kérper K. Dann definiert X'
oder auch X* den dualen Vektorraum tber den Kérper K. Dabei ist

X' :={f: X — K, mit f ist linear und stetig}.

Aufgabe 21  Machen Sie sich alle eingefithrten Begriffe dieses Abschnittes anhand der diskreten
und indiskreten Topologie klar.

8.4 Vektorrdume mit einem System von Halbnormen

Die relevanten Funktionenrdume der Distributionentheorie sind hiufig durch Systeme von Halb-
normen topologisiert.

Definition 8.12. Es sei X ein Vektorraum tber den Korper K. Das System

P = {pj : p; ist eine Halbnorm aufX} mit j € J und J beschreibt eine Indezmenge, die endlich,
abzdihlbar oder iberabzahlbar sein kann, heifit filtrierend, wenn fir je zwei Halbnormen py, px € P
positive Zahlen ay, ay, und eine Halbnorm p; € P existieren mit aipi(x) < pj(z) und agpr(x) <
pj(x) fir alle x € X.

Haben wir also zwei Halbnormen des Systems aller Halbnormen vorgegeben, dann laft sich
immer eine dritte finden, die in der gleichen Richtung vergleichbar ist mit den anderen beiden
Halbnormen.

Theorem 8.12. Es sei auf dem Vektorraum X itber den Korper K ein filtrierendes System
P ={pj; : j € J} von Halbnormen gegeben. Wir bilden fir beliebige € > 0 die Mengen

Vie={2z € X :pj(x) <e}.

Wir fassen alle diese Mengen zu einem Mengensystem V = {V; .} zusammen. Dann erfillt dieses
System V die Figenschaften von Theorem 8.9. Folglich lifit sich auf X genau eine Topologie
T definieren. Damit wird X ein topologischer Vektorraum idiber K. Das System V bildet eine
Umgebungsbasis. Auflerdem ist X lokalkonver. Die Halbnormen p; sind stetig.
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Beweis. Es ist leicht zu zeigen, daf die Mengen V. kreisformig, konvex und absorbierend sind.

Es seien V), und Vj ., vorgegeben. Da das System der Halbnormen filtrierend ist, existiert nach

Definition 8.12 eine Halbnorm p; so, da a;p;(z) < pj(x) und agpi(z) < pj(z) fir alle z € X mit

geeigneten positiven Konstanten a; und ay, erfiillt ist. Setzen wir ¢ = min{e;a;, exay }, so erhalten
wir fiir x € Vj . sofort die Beziehungen

1 € 1 €

z) < —pilz) < — < g, )< —prlz) < — < ¢gg.

i )_alpg( ) o S F pi( )_akpk( ) o S

Damit gehort x zu Vi, N Vi, , und wir erhalten die Inklusion V. C Vi, N Vi, .

Ist Vje vorgegeben, so zeigt man sofort die Inklusion Vj = + Ve C Vje.
Fir x € V. + & erhalten wir |p;(z) — p;(Z)| < pj(x — ) < e. Damit erhalten wir die Stetigkeit

von pj in . ]
Wir werden jetzt einige Resultate ohne Beweis liefern.

Theorem 8.13. Es sei X ein topologischer Vektorraum iber den Kdrper K, dessen Topologie
durch ein filtrierendes System P = {p; : j € J} von Halbnormen erzeugt wird. Dann ist X
separiert genau dann, wenn fir jedes v € X mit x # 0 eine Halbnorm p; = pj(x) mit pj(x) > 0
existiert.

Aufgabe 22  Beweisen Sie die Aussage des Theorems 8.13.

Theorem 8.14. Es sei X ein topologischer Vektorraum iber den Kdrper K, dessen Topologie
durch ein filtrierendes System P = {p; : j € J} von Halbnormen erzeugt wird. Es gilt {x;}; — &
fiir eine Folge {x;}; aus X und & € X genau dann, wenn fir alle p; € P gilt lim;_,o pj(;—2) = 0.
Aus {x;}; — T folgt fiir alle p; die Beziehung lim;_,o pj(x;) = p;(Z).

Aufgabe 23  Beweisen Sie die Aussage des Theorems 8.14.

Theorem 8.15. Es seien X undY topologische Vektorraume iber den Korper K, deren Topologi-
en durch filtrierende Systeme P ={p; :j € J,pj : X = R} bzw. Q={q :l € L, ¢ : Y — R}won
Halbnormen erzeugt werden. Fs sei f eine lineare Abbildung von X in Y. Dann gelten die fol-
genden Aussagen:

1. Entweder ist f diberall stetig oder nirgends.

2. Die Abbildung f ist stetig genau dann, wenn zu jedem q € Q ein p; € P und eine positive
relle Zahl a existieren mit

q(f(z)) < apj(z) fir alle z € X.

Beweis. Die erste Aussage ist schon durch den Beweis zu Theorem 8.11 gezeigt. Wenden wir uns
dem Beweis der zweiten Aussage zu. Es seien zuerst die obigen Ungleichungen erfiillt. Zu einer
vorgegebenen Umgebung W in Y gibt es ein W, . der Umgebungsbasis W in Y mit W;. C W.
Der zugehoérigen Halbnorm ¢, [ € L entspricht nach Voraussetzung eine Halbnorm p; und eine
positive reelle Zahl a. Mit diesem p; bilden wir Vj’i’ ein Element der Umgebungsbasis V in X.
Man zeigt dann sofort

f(Vje) CWie CW, dh. fist stetig in 2 = 0.

36



Wir setzen jetzt die Stetigkeit von f in z = 0 voraus. Zu jedem W;. € W existiert ein V;5 € V
mit f(Vjs) C Wi, bzw. mit anderen Worten: Aus p;(z) < ¢ folgt ¢(f(x)) < €. Es sei jetzt
z € X beliebig gewéhlt:

1.Fall: Es ist p;j(z) = 8 > 0. Dann wihlen wir ein § € (0,6). Es gilt dann pj(%x) < 6 bzw.

q (f(gw>> <e oder q(f(z)) < %pj(x).

Setzen wir a := %, so ergibt sich die gewiinschte Ungleichung.

™

2.Fall: Esist pj(x) = 0. Mit der Homogenitétseigenschaft von Halbnormen erhalten wir p;(az) =
0 < ¢ fiir beliebiges > 0. Damit folgt ¢;(f(ax)) = aq(f(x)) < €, also ¢(f(x)) = 0. Somit ist
die gewiinschte Ungleichung mit dem obigen a erfiillt. O

Dieser Satz liefert sofort eine bedeutende Folgerung fiir lineare Funktionale.

Theorem 8.16. Es sei X ein topologischer Vektorraum iber den Kérper K, dessen Topologie
durch ein filtrierendes System P = {p; : j € J} von Halbnormen erzeugt wird. Es sei f ein
lineares Funktional auf X. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Entweder ist f dberall stetig oder nirgends.

2. Das Funktional f ist stetig genau dann, wenn eine Halbnorm p; € P und eine positive relle
Zahl a ezistieren mit

|f(x)] < apj(x) fir alle x € X.

8.5 Die Topologie im Raum C§{°(G)

Wir wenden die in den vorhergehenden Abschnitten kennengelernten Begriffe zum Verstandnis
der Funktionenrdume C*(K), D(K), C™(G), C*(G), C§°(G) aus Abschnitt 8.1 an.

8.5.1 Beispiele fiir metrisierbare Riume

C™(K): Die Topologie wird durch das filtrierende System P = {pi}ren von Halbnormen
(sogar Normen, vgl. mit Abschnitt 8.1.1) erzeugt. Dieses System ist abzéhlbar. Damit ergeben
sich sofort die Figenschaften lokalkonvex, erfiillt das erste Abzahlbarkeitsaxiom, metrisierbar und
separiert.

D(K):  Als Teilraum von C*°(K) wird die Topologie durch das gleiche System von Halbnormen
erzeugt. Damit ergeben sich die gleichen Eigenschaften wie fiir den C*°(K).

C™(G): Es sei P das System aller Halbnormen pg ,,, wobei K eine beliebige kompakte
Menge aus G ist. Dann gilt natiirlich pr, m < prym, falls K C K erfiillt ist. Somit ist das
System P filtrierend. Der lineare Raum C™(G) besitzt die Eigenschaften lokalkonvex, erfiillt das
erste Abzahlbarkeitsaxiom, metrisierbar und separiert. Um eine Umgebungsbasis V* zu erhalten,
wihlen wir wie in Definition 2.1 eine Folge {K;}; reguliar kompakter Mengen, die das vorgelegte
Gebiet G monoton ausschopft. Es sei dann V* das System aller Mengen

* m 1 .
Vil = {u € C"(Q) : pr;m(u) < 7}, 4, eN.
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Beweis. Wir wéhlen das Mengensystem V, welches aus allen Mengen der Form
Vikme ={u € C™(Q) : pgm(u) <e}, K CG,e>0

besteht. Dann sind damit alle Voraussetzungen von Theorem 8.12 erfiillt. Die geforderten Eigen-
schaften des Raumes C"(G) beweist man leicht. Damit V* eine Umgebungsbasis in V ist, hat
man nur zu zeigen, dak zu jedem Vi me ein V7' mit V' | C Vigme existiert. ]

C*(G): Es sei P das System aller Halbnormen pg ,,, wobei K eine beliebige kompakte
Menge aus G und m eine beliebige natiirliche Zahl sind. Dann gilt natiirlich pr, m, < PKyme,
falls K1 C Ko und m; < mg erfiillt sind. Somit ist das System P filtrierend. Der lineare Raum
C>(G) besitzt die Eigenschaften lokalkonvex, erfiillt das erste Abzéhlbarkeitsaxiom, metrisierbar
und separiert. Um eine Umgebungsbasis V* zu erhalten, wéhlen wir wie in Definition 2.1 eine
Folge {K}; reguldr kompakter Mengen, die das vorgelegte Gebiet G monoton ausschépft. Es sei
dann V* das System aller Mengen

x 00 Iy .
Vi ={ue C™(G) i pigw) < 7}, lEN.

Beweis. Wir wihlen das Mengensystem V, welches aus allen Mengen der Form
Vikme ={u € C°(G) : pgkm(u) <e}, K CG,e>0

besteht. Dann sind damit alle Voraussetzungen von Theorem 8.12 erfiillt. Die geforderten Eigen-
schaften des Raumes C*°(G) beweist man leicht. Damit V* eine Umgebungsbasis in V ist, hat
man nur zu zeigen, daf zu jedem Vi e ein V7 mit V) C Vigm,e existiert. ]

8.5.2 Der Raum C§°(G)

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen sind die Riume D(K) aus dem vorigen Abschnitt. Falls
K; C Ky, dann ist D(Kj) Untervektorraum von D(K3). Fiir beide Raume kennen wir die
Umgebungsbasen

Vi ={Vkyme = {u € D(K1) : pr, m(u) < e}},
Vo = {Vkyme = {u € D(K3) : prym(u) <e}}, meN, e>0.

Andererseits wird in dem Untervektorraum D(K7) durch D(K3) eine Topologie mit der Umge-
bungsbasis Vi = {Vk, m N D(K1)} induziert.

Theorem 8.17. Die Umgebungsbasen Vi und Vi in D(K1) sind dquivalent, folglich sind die
hiermit definierten Topologien gleich.

In Definition 8.5 haben wir den Raum C§°(G) definiert. Kommen wir darauf zuriick. Fiir alle
Kompakta K C G betrachten wir D(K) und schreiben C§°(G) := UgcqD(K). Unsere Aufgabe
besteht jetzt darin, eine Topologie in C§°(G) einzufiihren.

Man kénnte auf folgende Idee kommen:  Der Vektorraum C§°(G) ist enthalten in C*°(G). Also
kénnte man die induzierte Topologie von C*(G) auf C§°(G) verwenden. Diese Topologie ist
aber zu schwach wie das folgende Beispiel zeigt: ~ Zu einem vorgelegten u € C§°(R) definieren
wir die Folge {ux} aus C§°(R) mit uy, := 7u(%). Diese Folge hat keine gemeinsame kompakte
Obermenge, also liefert die Topologie (vom C*°(R) induziert) kein Grenzelement aus C5°(R). Es
gilt aber ux, — 0 in der Topologie des C*°(R).

Also benétigen wir eine andere (Null)Umgebungsbasis in C§°(G). Diese sollte so beschaffen
sein, dafs sich als Konvergenz von Folgen notwendigerweise die des C*°(G) zusammen mit der
Tragerbedingung ergibt.
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Definition 8.13. Es sei V* die Familie aller Teilmengen V € C§°(G) mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Jedes V € V* ist kreisformig, absorbierend und konvez.
2. Fiir alle K C G und V € V* ist VN D(K) eine (Null)Umgebung in D(K).
Mit dieser Familie von Teilmengen gilt der folgende Satz.

Theorem 8.18. Der Vektorraum C3°(G) wird mittels V* ein lokalkonvezer topologischer Vek-
torraum tber den Kérper C mit der (Null)Umgebungsbasis V*.

Beweis. Offensichtlich gehort jeder Raum D(K) zu V*, da V* alle Mengen Vi i, r mit beliebigem
positiven R enthilt. Damit ist V* nicht leer. Wir werden die Voraussetzungen von Theorem 8.9
iiberpriifen. Die erste Voraussetzung von Theorem 8.9 ist auch hier vorausgesetzt. Zusétzlich set-
zen wir die Konvexitit voraus. Wenn wir die zweite und dritte Voraussetzung {iberpriifen kénnen,
dann ergibt sich sofort die Aussage des Theorems. Wenden wir uns der zweiten Voraussetzung
7u.

Wir zeigen die folgende schérfere Aussage: Falls Vi, Vo € V*, dann ist auch V3 := Vi NVy € V*.
Man zeigt sofort, daf V3 kreisférmig, absorbierend und konvex ist. Da nun V4 N D(K) und

Vo N D(K) (Null)Umgebungen in D(K) darstellen und der Schnitt dieser Umgebungen wieder
eine (Null)Umgebung darstellt, folgt mit VsND(K) = (ViND(K))N(VaND(K)) sofort V3 € V*.

Wenden wir uns jetzt der dritten Vorausetzung zu.
Wir zeigen die folgende schérfere Aussage: Falls V€ V* gegeben ist, dann gilt mit Vi = %V eV*
sofort Vi +V, C V.

Offensichtlich ist V; kreisformig, absorbierend und konvex. Mit D(K) = $D(K) gilt ViND(K) =
$(VND(K)). Da auf der rechten Seite eine (Null)Umgebung steht, ist auch auf der linken Seite
eine solche. Damit gehért Vi zu V*. Wegen der Konvexitdt von V gilt Vi +V; C V. O

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir allgemeine Umgebungen in D(K) charakterisieren.

Theorem 8.19. Es sei U eine Umgebung von u in C§°(G) und u € D(K). Dann ist U N D(K)
eine Umgebung von u in D(K).

Beweis. Ist U eine Umgebung von u in C§°(G), dann existiert nach Theorem 8.18 eine Nullum-
gebung V € V* mit V +u C U. Man kann dann zeigen, daf die Beziehung (V +u) N D(K) =
(VN D(K)) + w erfiillt ist. Da offensichtlich auf der rechten Seite eine Umgebung von u steht,
ist auch die linke Seite eine solche. Da U N D(K) eine Obermenge zu (V + u) N D(K) ist, folgt
die Aussage des Theorems. O

Aufgabe 24: Zeigen Sie die Beziehung (V +u) N D(K) = (VN D(K)) + u.
Theorem 8.20. Ist M eine offene Teilmenge von C§°(G), so ist fir jedes K C G der Durch-
schnitt M N D(K) offen in D(K).

Beweis. Wir setzen voraus, daf M N D(K) nicht leer ist. Fiir u € M N D(K) gilt u € M. Da
M offen ist in C§°(G), muf M eine Umgebung von u in C§°(G) sein. Nach Theorem 8.19 ist
M N D(K) eine Umgebung von u in D(K). Da u beliebig gewéhlt wurde, ist M N D(K) eine
Umgebung jedes seiner Punkte, also offen in D(K). O

39



Wir kommen jetzt zum Hauptresultat dieses Abschnittes. Dieses charakterisiert die Konvergenz
von Folgen {u;}; in C§°(G). Wir erhalten als Konvergenz die induzierte des C*°(G) zusammen
mit der Tragerbedingung.

Theorem 8.21. Eine Folge {w;}; in C§°(G) konvergiert gegen 0 in C§°(G) genau dann, wenn
die folgenden beiden Eigenschaften erfillt sind:

1. FEs existiert eine kompakte Menge K C G mit suppu; C K fir alle | € N,
2. Fiir alle Multiindizes o strebt DSuy gegen 0 in C(K).

Beweis. Es seien die beiden Figenschaften erfillt. Dann konvergiert die Folge {w;}; in C§°(G)
gegen Q.

Nach Wahl einer beliebigen (Null)Umgebung U in C§°(G) léft sich ein V' € V* so wihlen,
daft V' C U und V N D(K) eine (Null)Umgebung in D(K) ist. Folglich existiert ein Vi ¢
der Umgebungsbasis in D(K) mit Vg, C (VN D(K)) C U. Nach der ersten und zweiten
Eigenschaft ist u; € Vi ¢ fiir alle [ > lo(K,m,€). Damit ist w; € U fir alle I > lo(K, m, ).

Es konvergiert die Folge {u;}; in C5°(G) gegen 0. Dann erfillt die Folge die beiden Figenschaften.

Wir fiihren den Beweis indirekt. Zu vorgegebenen K C G existiert ein u;, [ = [(K), mit suppu; ¢
K. Wir wihlen eine Folge { K }; kompakter Mengen aus G, die das Gebiet G monoton ausschopft.
Zu K gibt es ein [; mit suppu;, ¢ K; und daher einen Punkt z; ¢ K; mit uj, (z1) # 0. Dann liegt
z1in K \ Ki. Zu Kj, gibt es ein Iy > [ mit suppw;, ¢ Kj,. Es existiert dann ein Kj,, j2 > ji,
mit 29 € Kj, \ Kj, und u,(x2) # 0. Man kann diese Uberlegungen weiterfiihren und gelangt zu
Folgen {u;, } und {z,} mit z, € Kj;, \ Kj,_, und u, (,) # 0. Mit diesen Folgen setzen wir

N Ju()|
q(u) =2 Z sup B Rk S S

Fiir jedes u € C§°(G) stellt g(u) eine endliche Summe dar. Weiterhin ist ¢(u) eine Halbnorm und
die Menge V = {u € C§°(G) : q(u) < 1} ist kreisférmig, absorbierend und konvex.

Mit einem vorgelegten K C G gilt K C K, und Vo r C VAD(K)mit R~ =2 Y |uy,, (2m)] L.
m=1

Folglich enthalt V' N D(K) die Umgebung Vi r in D(K), ist also selbst Umgegung in D(K).
Damit ist V € V*.
Nach Voraussetzung existiert ein lo(V') so, daf w; € V fiir [ > lp. Andererseits gilt

qu)>2  sp @Sy

xEan\an—l ’Uln($n)|
also u; ¢ V fiir [ > lp. Damit ist die Annahme falsch und es existiert eine kompakte Menge
K C G mit suppu; C G fiir alle l € N.
Mit diesem K sei eine Umgebung Vi - in D(K) gebildet. Wir definieren

Vi={ueC(GQ): sup |DSu(x)| < e}

z€G,|al<m

Diese Menge ist kreisformig, absorbierend und konvex. Die Menge V'ND(K) ist eine (Null)Umgebung
in D(K). Folglich ist V' € V* und V' N D(K) = Vg m. Nach Voraussetung und der schon be-
wiesenen ersten Eigenschaft existiert ein lg = lo(K,m,e) mit u; € Vi e fiir [ > lp. Damit ist
auch die zweite Eigenschaft bewiesen. O
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Die folgende Aussage erhalten wir sofort als Folgerung.

Theorem 8.22. Eine Folge {u;}; in C§°(G) konvergiert gegen u in C§°(G) genau dann, wenn
die folgenden beiden Eigenschaften erfillt sind:

1. FEs existiert eine kompakte Menge K C G mit suppuy, suppu C K fir alle | € N.
2. Fiir alle Multiindizes o strebt DSu; gegen DSu in C(K).

Die Vollstandigkeit des Raumes D(K) ist einfach zu zeigen. Mit deren Hilfe 146t sich die folgende
Aussage beweisen.

Theorem 8.23. Der Raum C§°(G) ist vollstindig.

Zwischen den Topologien der Rédume C§°(G) und C*°(G) besteht ein Zusammenhang, der im
folgenden Theorem beschrieben wird.

Theorem 8.24. Aus der Konvergenz einer Folge {u;}; gegen 0 in C3°(G) folgt die Konvergenz
dieser Folge gegen 0 in C*°(QG), aber nicht umgekehrt.

Dieser Sachverhalt wird auch hiufig damit beschrieben, daft die Topologie in C§°(G) stérker ist
als die in C*(G).

Theorem 8.25. Zu vorgegebenem u € C(G) existiert eine Folge {u;}; aus C§°(G), die gegen
u in der Topologie des C*°(G) konvergiert. Damit ist C§°(G) dicht in C*>(Q).

Aufgabe 25: Beweisen Sie die beiden letzten Sétze.

8.6 Funktionalanalytische Eigenschaften von Riumen von Distributionen

Wir wollen zum Abschlufs der Vorlesung noch einige Figenschaften von Distributionen kennen-
lernen. Wie zu Beginn der Vorlesung bezeichnen wir Distributionen mit « und Testfunktionen
mit ¢.

8.6.1 Zum Begriff der Ordnung einer Distribution

Wir kommem zuerst auf Definition 2.3 zuriick. Distributionen lassen sich mit den eingefiihrten
Halbnormen wie folgt charakterisieren:

Theorem 8.26. Es sei u : C°(G) — C ein lineares Funktional. Dann ist u stetig genau dann,
wenn zu jedem Kompaktum K C G eine nichinegative Zahl c und einl € N so existieren, dafl

u(9)| < epru(6) fiir alle ¢ € D(K) gilt:

Die Zahlen ¢ und | hingen im allgemeinen von K ab.

Mit Hilfe der Abschitzungen aus Theorem 8.26 1dft sich der Begriff der Ordnung einer Distri-
bution definieren.

Definition 8.14. Unter der Ordnung von u € D'(G) auf K C G wversteht man die kleinste
Zahl lg € N, fiir welche die Abschatzung aus Theorem 8.26 fir alle ¢ € D(K) erfillt ist. Die
Distribution u € D'(G) heifit von endlicher Ordnung auf G, wenn es ein | € N gibt, so daff die
fiir alle K C G die Ordnung nicht grofier als | ist. Es existiert dann ein minimales lg, welches
als Ordnung von u auf G bezeichnet wird.
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!
Beispiele. 1. Fiir ¢ € C°(R) setzen wir u: ¢ — > ¢F)(ty). Dann betriigt die Ordnung von
k=0
u gleich 1.

o

2. Fiir ¢ € C(R) setzen wir u : ¢ — > ¢ (k). Dann ist u nicht von endlicher Ordnung.
k=0

Auf jedem Kompaktum ist aber uw natiirlich von endlicher Ordnung. Wie grofs ist diese in

Abhéngigkeit vom Kompaktum K7

3. Fiir ¢ € Cj°(R) setzen wir

l
wig— lim (; 6(1/k) — 16(0) — (log )/(0) ).

Ist u eine Distribution? Wenn ja, ist « von endlicher Ordnung?

Es sollte klar sein, daf die Distributionen mit kompakten Triager £'(G) (siehe auch Definition
3.1) von endlicher Ordnung sind. Der Raum &'(G) ist der Raum der stetigen Funktionale auf
C*(G). Kann man sich vorstellen, daf jedes Funktional auf C°°(G) einen kompakten Trager
besitzen muk? Welche der obigen Beispiele stellt eine Distribution aus £'(R) dar?

8.6.2 Beziehung zu stetigen Funktionen

Wir haben gesehen, dafs sich Distributionen beliebig oft differenzieren lassen. Da stetige Funktio-
nen regulére Distributionen sind, sind diese unendlich oft im Distributionensinne differenzierbar.
Wir werden jetzt zeigen, dafs umgekehrt jede Distribution, im allgemeinen aber nur lokal, als
Ableitung einer gewissen Ordnung aus der der stetigen Funktion zugeordneten regulidren Distri-
bution gewonnen werden kann.

Theorem 8.27. Es sei uw € D'(G) und K eine requlir kompakte Menge aus G. Dann gibt es
einen Multitndex o sowie eine stetige Funktion F' mit kompakten Trdger in einer beliebig kleinen
Umgebung U C G von K so, daff v = OFF auf C§°(int K) erfillt ist, d.h. u(¢) = OSF(¢p) fir
alle p € C3°(int K). Hier bezeichnet int K das Innere von K.

Beweis. Der Beweis wird in drei Schritten gefiihrt.

Schritt 1: Wir zeigen die folgende Ungleichung:

sup |8%¢(2)| < ™ sup [0b D ¢(2)| fiir alle ¢ € C°(int K) und | 8] < nl.
rzeK zeK

Es werde die regulidr kompakte Menge K in einen achsenparallelen Wiirfel mit dem Ursprung als
Mittelpunkt und der Kantenlinge ¢’ > 1 eingeschlossen und eine Funktion ¢ € D(K) gewihlt.
Ist jetzt x € K und £ € OK oder aukerhalb K, aber in @ gewéhlt, so ergibt sich mit Hilfe des
Mittelwertsatzes und 1(£) = 0 mit einem 6 € (0,1) die Beziehung

n

Y(x) = > 0;0(E+0(x —&))(x; — &). Hieraus folgt unmittelbar
j=1

SUPe i |V ()] < esup,ek, g=1 |054(x)| mit ¢ := nc’. Wihlen wir jetzt ¢ € Ce(int K), so ist ¢ =

o e C§°(int K) bei beliebigem . Es gilt somit sup,¢x |8fw(:n)| < cl SUPge Kk, |8/=1 |8§+a¢(x)]
fiir einen beliebigen Multiindex «. Zu einem Multiindex 8 wéhlen wir ein [ € N mit [ > 3;. Wir
setzen schlieflich o = (I — (1,1 — B2, ,l — Bp—1,1 — ) und bekommen

026(2)] < 17 sup 04 D (1)
zeK
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Das liefert sofort die gewiinschte Aussage des 1.Schrittes.

Schritt 2: Wir zeigen die folgende Ungleichung:

lu(¢)| < co / |OUALIFL LD g3 | e, co == ac™, fiir alle ¢ € CF(int K).
K

Nach Theorem 8.16 gibt es zu K eine nichtnegative Zahl a und ein [ € N so, dak fiir alle

¢ € D(K) die Abschitzung |u(¢)| < apx(¢) gilt. Benutzen wir die Ungleichung aus dem
ersten Schritt, dann folgt |u(¢)| < ac™ sup,cg ]f)g’l""’l’l)gé(:c)| fiir alle ¢ € D(K). Nutzen wir
schlieflich 83(5”"" ’l’l)¢(x) = ffoo 8?“’”1"" ’Hl’lﬂ)qﬂ(ﬁ)d& dann ergibt sich sofort die gewiinschte
Abschitzung.

Schritt 3: Wir schlufifolgern die gewiinschte Aussage.

Mit einem beliebigen | € N sei Cgq(int K) = {x = (—l)m&(cl’l’m’l’l)qﬁ(x)}. Das ist ein linearer
Teilraum des Ly (int K). Fiir x € Cgy(int K) setzen wir S(x) = S((—l)l”&(f’l’m’l’l)qb) =: u(9).
Fiir diese lineare Abbildung erhalten wir mit der Ungleichung aus dem zweiten Schritt (wir
schreiben jetzt [ anstelle von [ + 1) |S(x)| = |u(¢)| < co||8(l’l""’l’l)¢||L1 int 1) = olIXIl L, int -
Somit ist S ein stetiges Funktional auf C9 (int K') und 14kt sich nach dem Hahn-Banach Theorem

zu einem linearen stetigen Funktional auf ganz L1 (int K) fortsetzen. Da das Dual zum Li(G)
der Raum Lo (G) ist, G sei hier ein beliebiges Gebiet G C R", ergibt sich

u(¢) = S(x) = / f@)x(@)dz = f(x) = (D)™ f@L M g) = oD £(¢),
d.h. w=9bb b f auf CF°(int K).

Definieren wir G(z) = [*_ f(£)d¢, so ist G € C(R") und bt - [ auf C3°(int K).

Somit ist u = 8§;l+1 Hl il Hl)G auf C§°(int K'). Mit einer Funktion n = n(z) aus C§°(G), die
identisch 1 auf K ist und ihren Tréiger in einer beliebig kleinen Umgebung U von K besitzt,
gilt G = nG auf K, also erhalten wir schlieflich mit F' := nG die gewiinschte Beziehung u =
UL LD b oyt €50 (int K). O

Man kann im allgemeinen nicht erwarten, dak eine Distribution global als Ableitung einer stetigen
Funktion darstellbar ist. Dazu betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel. Die Distribution u = >~7 5k) (x — k) von unendlicher Ordnung kann auf R nicht
global als Ableitung einer regulédren Distribution, die von einer stetigen Funktion erzeugt wird,
dargestellt werden. Benutzen wir die Heaviside-Funktion H = H(x), dann gilt fiir k,/ € N die
Beziehung

d5t <(x(l__k]il)|kH(x — I<:)> =d" H(z — k) = W) (2 — k).

Setzen wir

I
- (x _ k)l+1—k
F(z) := 1;) mﬂ(ﬂf — k),

so ist Fj € C(R). Weiterhin gilt d572F; = 22:0 W) (x — k) auf (—(k + 1),k + 1). Die rechte

Seite liefert fiir [ — oo die vorgelegte Distribution, die Differentiationsordnung der linken Seite
iibersteigt aber jede Schranke.
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Falls wir eine Distribution mit kompaktem Tréger gegeben haben, dann erwartet man nach
Theorem 8.27 eine globale Darstellung der Distribution mit Hilfe von stetigen Funktionen. Daf
das tatséichlich so ist, zeigt die folgende Aussage.

Theorem 8.28. Fs sei u € E'(G). Dann existiert ein Multiinder o und stetige Funktionen
Fg, B < a, mitu=7 5, 86Fg, d.h. im Sinne von Abschnitt 3.1 gilt u(¢) = 3 5, a’ﬁFg(qﬁ)
fiir alle ¢ € C§°(G) mit den von Fg erzeugten requldren Distributionen Fg. Die Fg sind nicht
eindeutig bestimmt, die Triger von Fg liegen in einer hinreichend kleinen Umgebung U wvon

Supp u.

Bewers. Nach Theorem 8.27 gilt u = 80“F fiir jede Menge G mit suppu = K C GcGcU. Ist
also 1 € Cg°(G) dann gilt u(p) = (—1)l Jo F(x)03(x)dz. Es sei x € C°(G) mit x = 1 auf
einer Umgebung von K. Fiir ¢ € CO (G) ist natiirlich x¢ € C$°(G). Wir erhalten

u(¢) = u(xs "“'/ )02 (x¢)d 1)l Z( )/ )92 PP pdz.

Daraus folgt aber sofort

|a|+ﬁ|2( ) ¢ () —x) au G,

B<a

8.6.3 Zur Dualitdtstheorie

Es seien X und Y lokalkonvexe topologische Vektorraume. Der Umgebungsbasis {M;},cs von
absorbierenden, kreisformigen und konvexen (Null)Umgebungen in Y 1dft sich ein System von
Seminormen {pu, (+)}jes wie folgt zuordnen:

pu;(y) = inf{a € Ry : a~ly € M;}.

Es sei jetzt eine lineare Abbildung f : X — Y vorgelegt. Dann lassen sich auf der Menge
L(X —Y) der stetigen linearen Abbildungen f : X — Y die folgenden beiden Konvergenzarten
definieren.

Definition 8.15. 1. Die Folge {fn}n konvergiert schwach gegen f, falls fiir alle x € X die
Folge {fn(x)}n in'Y gegen f(x) konvergiert. Mit L,(X — Y) bezeichnen wir den lokal-
konvexen Raum mit der Topologie der schwachen Konvergenz, also mit dem System von
Seminormen f — pa, (f(7)).

2. Die Folge {fn}n konvergiert stark gegen f, falls sie auf beschrinkten Teilmengen von X
gleichmapig konvergiert, d.h. auf allen Mengen B C X mit py,(x) < Cj fir alle v € B und
allel € L. Dabei bezeichnet py,, | € L, das System von Seminormen auf X. Mit Ly(X —Y)
bezeichnen wir den lokalkonvexen Raum mit der Topologie der starken Konvergenz, also mat
dem System von Seminormen f — sup,cp pum, (f()) fir alle beschrinkten Mengen B C X.

Offenbar impliziert die starke Konvergenz die schwache, aber i.allg. nicht umgekehrt. Wir werden
aber zeigen, daf L.,(C5°(G),C) ~ Ls(C3°(G), C) gilt, d.h. daf im Raum der Distributionen die
schwache mit der starken Konvergenz iibereinstimmen. Dazu erinnern wir an ein Kriterium fiir
die Beschrénktheit von Mengen in C3°(G).
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Theorem 8.29. Eine Teilmenge B C C§°(G) ist beschrankt genau dann, wenn es eine kompakte
Menge K C G mit B C D(K) gibt, und wenn B beschrankt in D(K) ist.
Beweis. Die Riickrichtung ist wegen der Stetigkeit der Einbettung von D(K) in C§°(G) Kklar.

Sei also B beschrénkt aus C§°(G). Angenommen es existiert eine Folge von Punkten {z;}; aus
G ohne Haufungspunkt in G und eine Folge {¢;}; aus B mit ¢;(x;) # 0. Dann setzen wir

plo) = Z rii& )>|\

Dann ist p(¢) auf jedem D(K) eine stetige Seminorm, da nur endlich viele z; in K liegen. Da
C§°(G) nach Definition 8.5 der induktive Limes der Rdume D(K) ist, ergibt sich p als Seminorm
auf C§°(G). Da nun aber p(¢;) > j ist, ist p auf der Menge B nicht beschrankt. Somit kann B
selbst nicht beschriankt sein im Widerspruch zur Annahme. ]

Zum Beweis unseres Hauptsatzes der Aquivalenz der Konvergenzarten aus Definition 8.15 be-
notigen wir eine schwache Formulierung des aus der Funktionalanalysis bekannten Satzes von
Banach-Steinhaus.

Theorem 8.30. Satz von der gleichmifliigen Beschrinktheit

Seien X ein topologischer Vektorraum von zweiter Kategorie, fir unsere Belange reicht ein in-
duktiver Limes einer Folge von Frechetrdumen, und Y ein lokalkonverer metrischer Raum. Sei
weiter {f; : X — Y}jes eine Familie linearer Operatoren. Dann sind die folgenden beiden Ei-
genschaften dquivalent:

1. Fir alle x € X ist {fj(x) : j € J} eine beschrinkte Menge in'Y .
2. Es gilt lim,_.o fj(x) = 0 gleichmafig in j € J.
Theorem 8.31. In D'(G) stimmen schwache und starke Konvergenz tiberein.

Beweis. Wir setzen die schwache Konvergenz von {f;}; gegen f in D'(G) voraus. Es sei B eine
beschrénkte Menge aus C§°(G). Nach Theorem 8.29 muf diese Menge in einem D(K) mit K C G
enthalten sein. Da D(K) ein Montelraum ist, erweist sich B sogar als kompakte Menge.

Das Theorem ist vollstdndig bewiesen wenn wir die gleichméfige Konvergenz von {f;}; auf B
zeigen konnen. Natiirlich ist f;j(¢) — f(¢) beschrénkt fiir alle ¢ € D(K). Nach Theorem 8.30
existiert zu jedem & > 0 eine (Null)Umgebung U in D(K) mit sup, 4ep [fj(@) — f(@)] < e.
Nun nutzen wir die Kompaktheit von B. Es gibt demnach Elemente ¢1, ¢2,- -, ¢ mit B C
UF_ (¢ + U). Damit folgt aber

ZUP‘JCJ 9| <Z’fy (o) = f(0)| + ke.
Wegen der vorausgesetzten schwachen Konvergenz strebt der erste Summand fiir [ — oo gegen
0. Also konvergiert {f;}; auf B gleichmifig gegen f, also stark in D'(G). O

Aufgabe 26:  Gilt die Aussage von Theorem 8.31 fiir den Raum &'(G) der Distributionen mit
kompakten Triger? Welche Uberlegungen muf man anstellen?

Wenden wir uns schlieflich noch den bidualen Rdumen von C§°(G) und von C*°(G) zu. Abstrakt
definiert werden diese durch die Beziechungen ® : v € D'(G) — u(¢) € C zu einem festen

45



vorgelegten ¢ € C§°(G) bzw. @ : u € £'(G) — u(¢) € C zu einem festen vorgelegten ¢ € C*°(G).
Damit wird durch ® ein lineares Funktional auf D'(G) bzw. auf £'(G) erzeugt. Die bidualen
Raume besitzen nun folgende Eigenschaften:

Theorem 8.32. 1. Das starke Dual von D'(G) stimmt mit dem Raum C§°(G) iberein. Damil
ist der Raum C§°(Q) refleziv.

2. Das starke Dual von E'(G) stimmt mit dem Raum C°°(G) dberein. Damit ist der Raum
C*(QG) reflexiv.

3. Der Raum D'(G) ist ein Montelraum, d.h. jede abgeschlossene und beschrinkte Menge ist
kompakt.

4. Der Raum E&'(G) ist ein Montelraum, d.h. jede abgeschlossene und beschrinkte Menge ist
kompakt.

Wir werden diesen Satz nicht im Detail beweisen. Wir kennen aber schon die Montelraum-
Eigenschaft von C§°(G) und von C*°(G). Es gilt dann ein allgemeines Resultat, dafs jeder Mon-
telraum das starke Dual eines Montelraumes ist. Damit ergeben sich schon die letzten beiden
Aussagen.
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